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RESUMO 
Esta dissertação tem como objectivo principal a formulação e desenvolvimento de modelos de 
elementos finitos na previsão da vida à fadiga de ligações rebitadas. Este estudo visa, essencialmente, 
a apresentação de resultados de um modelo de previsão baseado em duas fases de crescimento de 
fendas, para efeitos de apresentação de previsões da vida à fadiga de ligações rebitadas e de 
demonstração dos efeitos benéficos na resistência à fadiga do pré-esforço nos rebites e atrito. 
Construíram-se modelos de elementos finitos paramétricos de ligações rebitadas que permitem a 
avaliação das localizações críticas das ligações rebitadas e a determinação das histórias das 
deformações e tensões elastoplásticas nesses pontos críticos, utilizadas para a determinação do número 
de ciclos necessário à iniciação de fendas de fadiga. 
Para a modelação da resistência à propagação de fendas de fadiga de ligações rebitadas, simulou-se a 
existência de fendas a emanar dos furos dos rebites, determinando-se, desta forma, factores de 
intensidade de tensões através da técnica de fecho de fenda virtual e recorrendo à linguagem de 
programação APDL (ANSYS Parametric Design Language). A previsão de propagação das fendas de 
fadiga até à rotura final das ligações, foi realizada usando resultados experimentais determinados 
laboratorialmente em trabalhos anteriores com material da ponte metálica ferroviária de Trezói.  
 
PALAVRAS-CHAVE: Fadiga, ligações rebitadas, método dos elementos finitos, factor de intensidade de 
tensão, concentração de tensões. 
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ABSTRACT 
The main goal of this Thesis is essentially the formulation and development of procedures for fatigue 
life prediction of riveted connections. The analyses are based on a two-phase fatigue model that 
assesses the crack initiation and propagation according to distinct approaches. The proposed 
procedures are able to demonstrate the beneficial effects on fatigue strength or fatigue life of the 
clamping force of the rivets and friction. 
Local approaches where applied to predict fatigue crack initiation, such as the strain-life approach. 
The crack propagation was based on the Linear Elastic Fracture Mechanics. Both analyses were 
supported by 3D finite element calculations. Two types of finite element models were built, namely 
models without cracks, to obtain the critical locations and the respective elastic stress concentration 
factors, and models with cracks to compute the stress intensity factors according to the virtual crack 
closure technique. The ANSYS parametric design language was used to build parametric models and 
to automatize the crack propagation simulation. 
The explained procedures were applied to the finite element models using experimental data available 
for the Portuguese railway Trezói bridge. An experimental program was already carried out in 
previous works which supplied the required experimental material data (e.g.: strain-life curves, crack 
growth curves). 
The proposed models requires the support of a 3D finite element modeling able to account the local 
geometric features, the rivet clamping effects, crack initiation as well the crack propagation. 
 
KEYWORDS: Fatigue, riveted joints, finite element method, stress intensity factor, stress concentration 
factor. 
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Tfinal - temperatura final; 
Tref - temperatura de referência; 
u, v, w - deslocamentos nas direcções x, y e z, respectivamente; 
W - largura nominal do provete CT; largura da ligação (equação 4.7); 
Xi - força nodal no ponto i na direcção x; 
Y - parâmetro geométrico adimensional de correcção do factor de intensidade de tensões; 
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 1 
INTRODUÇÃO 
 
 
1.1. OBJETIVOS 
Em Portugal e de forma semelhante no resto da Europa e América do Norte, no final do século XIX e 
início do século XX foram construídas inúmeras pontes metálicas rebitadas. 
Estas pontes foram projectadas para condições de tráfego desajustadas das atuais acarretando desta 
forma uma relevância cada vez maior, o seu estudo em termos de segurança. A substituição a curto 
prazo destas infra-estruturas por novas é extremamente dispendioso dado o seu elevado número, não 
sendo essa via a mais viável. Neste contexto, tem aumentado a preocupação das entidades 
governamentais na manutenção e avaliação da vida residual destas estruturas metálicas rebitadas. Na 
época em que foram projetadas, o conhecimento de alguns fenómenos era escasso, sendo que hoje os 
conhecimentos científicos estão bastante mais desenvolvidos e fenómenos como a fadiga são tidos 
como aspetos fundamentais. Enquanto a fadiga apenas foi profundamente estudada durante o século 
XX, na época em que foram projetadas as pontes metálicas rebitadas, este fenómeno não era tido em 
conta. 
Conceitos como a fadiga e fractura, actualmente mais desenvolvidos, devem ser utilizados nos estudos 
aplicados à manutenção e avaliação da vida residual destas pontes. 
O objectivo principal do presente dissertação consiste em apresentar contributos para a modelação da 
resistência à fadiga de ligações rebitadas através de modelos de elementos finitos de ligações 
rebitadas. Os modelos propostos recorreram a propriedades do material da ponte metálica ferroviária 
de Trezói, anteriormente caracterizado. Assumindo múltiplas fendas a emanar dos furos dos rebites, 
são determinados fatores de intensidade de tensões usando algumas das técnicas disponíveis na 
literatura como, por exemplo, a técnica do fecho de fenda virtual ou a técnica modificada do fecho de 
fenda virtual [1]. 
Foram construídos modelos de elementos finitos paramétricos de ligações rebitadas que permitam a 
avaliação das localizações críticas das ligações rebitadas e a determinação das histórias das 
deformações e tensões elastoplásticas nesses pontos críticos. Estes resultados servem na utilização de 
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modelos de aproximação local, baseados nas tensões e deformações locais, para determinação no 
número de ciclos necessário à iniciação de fendas de fadiga. Para além do objetivo de construção de 
modelos de elementos finitos de ligações rebitadas para obtenção de resultados numéricos dos fatores 
de intensidade de tensão; do uso modelos de aproximação local, baseados nas tensões e deformações 
locais, para determinação no número de ciclos necessário à iniciação de fendas de fadiga, pretende-se 
igualmente a realização de previsões de propagação das fendas de fadiga. 
Por último, esta dissertação tem por objetivo sensibilizar e consciencializar a comunidade científica e 
as organizações do estado para a urgência de conservar o património existente, como é o caso das 
pontes metálicas rebitadas antigas, que por razões económicas ainda continuam em operação, sendo 
susceptíveis de apresentarem danos acumulados que podem ser significativos, requerendo deste modo 
operações de manutenção e reabilitação. 
 
1.2. ESTRUTURA DA DISSERTAÇÃO 
Esta dissertação encontra-se organizada em 5 Capítulos, incluindo o presente: 
No Capítulo 2 apresenta-se uma exposição teórica sobre a fadiga e a fratura dos materiais, com 
particular destaque para os modelos de previsão da resistência ou da vida à fadiga e o método de 
elementos finitos (MEF). Os modelos de previsão da resistência à fadiga enunciados foram os modelos 
baseados nas tensões elásticas locais totais, os modelos baseados nas deformações elastoplásticas 
locais totais e os modelos baseados na mecânica da fratura (MF). Estes dois últimos foram usados para 
descrever o processo de iniciação de fendas de fadiga e o processo de propagação de fendas de fadiga, 
respetivamente. 
No Capítulo 3 apresenta-se a modelação da resistência à fadiga de ligações rebitadas com múltiplos 
rebites e elementos sólidos. Esta análise tem em conta o efeito do pré-esforço nos rebites e atrito. Os 
modelos propostos permitem a avaliação das tensões locais, nos furos dos rebites, necessárias à 
realização de análises à fadiga, com base nos métodos locais, nomeadamente previsão da fase inicial 
de propagação das fendas. Foram empregues condições de simetria em todos os modelos de elementos 
finitos construídos. 
No Capítulo 4, apresentam-se comparações entre diferentes estratégias de modelação na avaliação à 
fadiga. Este capítulo propõe uma metodologia para análise de tensões locais por elementos finitos em 
ligações rebitadas com múltiplos rebites. São propostos modelos de elementos finitos tridimensionais 
(3D) e com elementos finitos (SHELL) e de contacto. Os modelos propostos permitem avaliar a 
influência do atrito e pré-esforço nos rebites na distribuição de tensões, em particular no fator de 
concentração de tensões no furo dos rebites e no fator de intensidade de tensões. Este último foi 
comparado entre um modelo concreto modelando as placas com elementos sólidos e de casca. 
Finalmente, no Capítulo 5 apresenta-se um caso específico de simulação de fendas múltiplas em um 
modelo de elementos finitos construído para o cálculo da previsão da vida à fadiga de uma ligação 
rebitada múltipla, neste caso adoptando-se informação experimental proveniente da  Ponte de Trezói. 
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2 
FADIGA E FRATURA DOS METAIS 
 
 
2.1. INTRODUÇÃO 
A fadiga é uma das principais causas de falha nas estruturas metálicas. As pontes rebitadas 
representam um grupo importante de estruturas, que são suscetíveis de apresentarem danos de fadiga 
elevados. Muitas destas pontes são centenárias, tendo sido projetadas sem ter em consideração 
critérios de fadiga. Ao longo dos anos estas estruturas viram agravadas as suas sobrecargas. Por razões 
económicas, tem-se procurado prolongar o tempo de operação destas estruturas, sendo necessário 
realizar estudos detalhados de vida residual à fadiga, para consubstanciar estas decisões. 
As falhas mecânicas decorrentes das condições de carregamento dinâmico são denominadas por 
fadiga, cuja definição segundo a American Society for Testing and Materials (ASTM) é a seguinte [2]: 
“Fadiga é um processo de alteração estrutural permanente, progressivo e localizado, que ocorre num 
material sujeito a condições que produzem tensões ou extensões dinâmicas num ponto ou em vários 
pontos, e que pode culminar em fendas ou na fratura completa após um número suficiente de 
variações de carga.” 
 Os procedimentos habituais para análise à fadiga de pontes rebitadas consistem na utilização de 
curvas S-N, as quais relacionam as tensões nominais nos membros das ligações rebitadas com a vida à 
fadiga destes [8, 48,49]. Estes procedimentos apresentam algumas limitações, nomeadamente no que 
concerne à disponibilidade de curvas para todos os tipos de ligações, motivado pela pouca 
investigação recente sobre este tipo de ligações. As abordagens locais, baseadas na Mecânica da 
Fratura [49,50] ou nas curvas de resistência à fadiga dos materiais base [53,54], são ferramentas 
alternativas que apresentam muita flexibilidade, quando comparadas com as curvas S-N dos detalhes 
rebitados, pois podem ser teoricamente aplicadas a qualquer ligação. Estes métodos locais requerem 
uma análise detalhada de tensões nas ligações rebitadas. 
Os processos de fadiga e fratura devem ser considerados na definição de níveis de fiabilidade das 
pontes metálicas rebitadas antigas. Tendo em conta as condições particulares de operação destas 
pontes metálicas, a avaliação da sua integridade estrutural reveste-se de especial importância. Códigos 
de projeto modernos para estruturas metálicas, como por exemplo o BS5400 [4], o EC3 [5] e o 
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AASHTO [6], exigem a avaliação da resistência à fadiga e fratura. Existe uma preocupação especial 
em relação às pontes rebitadas pois a maioria foi projetada e posta em serviço no final do século XIX, 
início do século XX e, por razões económicas, continuam em operação. Estas pontes são suscetíveis de 
apresentarem danos acumulados que podem ser significativos, tendo em conta o aumento verificado da 
intensidade de tráfego (cargas e frequência), pondo em causa a sua segurança. As elevadas incertezas 
associadas aos carregamentos, assim como ao próprio fenómeno de fadiga, tornam a avaliação do 
comportamento à fadiga destas pontes uma tarefa complexa. 
Embora os primeiros estudos sobre o comportamento à fadiga de pontes rebitadas antigas terem sido 
levados a cabo nos EUA, mais recentemente outros investigadores têm vindo a interessar-se por este 
assunto dada a importância económica que ele representa para os países industrializados [7-10]. 
Nas pontes metálicas as zonas das ligações rebitadas são localizações críticas uma vez que elas 
promovem a concentração de tensões, principalmente na vizinhança dos furos dos rebites. Geralmente, 
as fendas de fadiga iniciam-se na vizinhança dos furos e propagam-se através da secção resistente dos 
elementos estruturais, levando à rotura destes elementos.  
No nosso País, mesmo existindo um número apreciável de pontes rebitadas antigas em serviço, não 
tem havido estudos suficiente para avaliar a fiabilidade destas pontes tendo em conta o fenómeno da 
fadiga. Neste sentido, a presente dissertação apresenta o desenvolvimento de modelos de previsão da 
vida à fadiga de ligações rebitadas múltiplas, baseado nos métodos de aproximação local e mecânica 
da fratura linear elástica (MFLE), aplicados em código APDL, usados na previsão das fases de 
iniciação e propagação de fendas de fadiga. 
 
2.2. CONSIDERAÇÕES GERAIS 
A fadiga dos materiais surge associada a campos de tensões variáveis no tempo. Estes campos de 
tensões podem ser uniaxiais ou multiaxiais. Os campos de tensões multiaxiais podem ser ainda 
biaxiais ou triaxiais. Enquanto os campos de tensões biaxiais ocorrem normalmente à superfície dos 
componentes estruturais, os campos de tensões triaxiais ocorrem nos pontos do interior do material. 
Considere-se um carregamento uniaxial, caracterizado por uma tensão, (t), variável no tempo. Esta 
tensão pode variar segundo os modos esquematizados na Figura 2.1. Na Figura 2.1a) representa-se 
um carregamento de amplitude constante. Na Figura 2.1b) ilustra-se um carregamento composto por 
blocos distintos, sendo a tensão, em cada bloco, de amplitude constante. Finalmente, a Figura 2.1c) 
mostra um carregamento aleatório. Na prática, a análise de um carregamento aleatório passa pela 
transformação deste num carregamento mais simplificado, equivalente ao da Figura 2.1b). 
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Figura 2.1 – Variações de tensão mais comuns: a) amplitude constante; b) blocos de amplitude constante; 
c) aleatória [11]. 
 
Relativamente ao carregamento da Figura 2.1a) pode definir-se a gama de tensão, ∆, como sendo a 
diferença entre a tensão máxima e a tensão mínima: 
 
minmax σσσ∆ −=
 
(2.1)
 
 
Define-se amplitude de tensão, a, como sendo metade da gama de tensão: 
 
22
minmax
a
σσσ∆
σ
−
==
  (2.2) 
 
A tensão média pode exprimir-se à custa da tensão mínima e máxima do ciclo de tensão: 
 
2
minmax
med
σσ
σ
+
=
  
(2.3) 
 
Em alternativa à tensão média é comum usar-se a razão de tensões, R: 
 
max
minR
σ
σ
σ =   (2.4) 
 
 
 
a) b) 
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A razão de tensões pode tomar dois valores usuais, sendo eles, R=0 ( 2/maxmed σσ = ) e R=-1 (
0med =σ ). Enquanto o carregamento com razão de tensões nula é designado de pulsante, o 
carregamento com razão de tensões igual a, -1, é designado de alternado ou totalmente reversível. 
Caso a grandeza controlada seja a deformação, definem-se expressões análogas para a gama de 
deformação, 
minmax εεε∆ −= , para amplitude de deformação, 2/a ε∆ε = , para a deformação média, 
2/)( minmaxmed εεε −= , e para a razão de deformações, maxmin /R εεε = . 
 
2.3. MODELOS DE PREVISÃO DA RESISTÊNCIA OU DA VIDA À FADIGA  
Neste sub-capítulo procede-se à descrição dos diversos modelos normalmente usados na previsão da 
resistência ou vida à fadiga de ligações rebitadas. Os modelos de análise à fadiga assentam em dois 
tipos distintos de abordagens: as abordagens globais e as abordagens locais. As abordagens locais 
serão objeto de exposição neste ponto, pelo facto da iniciação de fendas de fadiga ser normalmente 
modelada com base nos valores das deformações e tensões locais totais. 
As abordagens locais baseiam-se em parâmetros determinados diretamente a partir das tensões e 
deformações locais totais, e descrevem fenómenos locais de danificação, tais como a iniciação e 
propagação de fendas de fadiga e ainda a rotura final. É usual utilizar-se um método baseado nas 
deformações elastoplásticas locais totais, para modelar a iniciação de uma fenda de fadiga e a 
Mecânica da Fractura (MF) para modelar a propagação da fenda até à rotura final do componente. 
 
2.3.1. MODELOS BASEADOS NAS TENSÕES ELÁSTICAS LOCAIS TOTAIS 
Os modelos baseados nas tensões elásticas locais totais são normalmente utilizados na previsão da 
resistência à fadiga de detalhes estruturais, de modo a garantir uma vida infinita ou um número 
elevado de ciclos. A iniciação de fendas de fadiga ou, em último caso, a propagação destas fendas 
deverá ser evitada. 
Estes modelos assentam no pressuposto de um comportamento linear elástico na raiz dos entalhes. 
Com efeito, para vidas infinitas (elevadas) não ocorrem deformações plásticas apreciáveis na raiz dos 
entalhes e a tensão limite de fadiga dos detalhes estruturais reduz-se proporcionalmente ao fator de 
redução da resistência à fadiga, o qual depende do fator de concentração de tensões elasto-estático e do 
fator de sensibilidade ao entalhe do material. 
O fator de concentração de tensões elasto-estático depende da geometria do componente estrutural e 
do carregamento. Normalmente, para o caso de entalhes severos, o fator de redução da resistência à 
fadiga é igual ao fator de concentração de tensões modificado (reduzido), tendo em conta uma 
hipótese de suporte microestrutural. 
As tensões na raiz do entalhe, determinadas tendo em conta o fator de redução da resistência à fadiga, 
devem ser comparadas com a tensão limite de fadiga do material. A tensão limite de fadiga do material 
é função da tensão média, sendo normalmente apresentada na forma de diagramas que ilustram esta 
dependência. A tensão limite de fadiga também é influenciada pelo acabamento superficial, dureza e 
tensões residuais nas camadas mais superficiais do material. 
Em situações de carregamento tridimensional e para materiais dúcteis poderá ser aplicado o critério de 
von Mises na definição de uma tensão equivalente para comparação com as tensões limites de fadiga 
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do material. Em alternativa, para os materiais frágeis, poderá ser usado um critério baseado na tensão 
normal principal. 
Os modelos de previsão da resistência à fadiga de detalhes estruturais, baseados nas tensões locais, 
assentam nos resultados de ensaios de fadiga de provetes lisos realizados em controlo de tensão, com 
tensão média nula. Estes resultados são, normalmente, expressos na forma de curvas que exprimem a 
relação entre a amplitude de tensão, a, aplicada ao provete e o número de ciclos até à rotura, Nf, tal 
como se ilustra na Figura 2.2. 
 
 
Figura 2.2 – Representação esquemática das curvas S-N, obtidas com base em ensaios de provetes lisos [11]. 
 
 
 
Figura 2.3 – Representação esquemática diferentes curvas S-N, para vários tipos de aço [69]. 
 
Alguns materiais exibem um patamar de resistência horizontal, para vidas superiores a 106 ciclos. A 
aplicação de amplitudes de tensão inferiores a este patamar de resistência não provoca a rotura do 
provete. A amplitude de tensão, abaixo da qual se tem vida infinita, é designada de amplitude de 
tensão limite de fadiga, a,lf. Alguns materiais, tais como alguns aços de alta resistência, não 
apresentam um patamar horizontal de resistência à fadiga, continuando esta a diminuir com o número 
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de ciclos. Para estes materiais é habitual convencionar um valor da tensão limite de fadiga como sendo 
o valor da tensão que resulta numa vida de aproximadamente 107 ciclos (ver Figura 2.3). 
Os resultados dos ensaios de fadiga de provetes lisos, realizados em controlo de tensão com tensão 
média nula, R = -1, podem ser expressos através da relação proposta por Basquin [12]: 
 
b
ffa )N2('2 σ
σ∆
σ ==
   
(2.5) 
onde f'σ  é o coeficiente de resistência à fadiga, b é o expoente de resistência à fadiga e 2Nf é o 
número de reversões. 
 
2.3.2. MODELOS BASEADOS NAS DEFORMAÇÕES ELASTOPLÁSTICAS LOCAIS TOTAIS 
Os modelos de previsão da resistência ou da vida à fadiga de detalhes estruturais baseados nas 
deformações elastoplásticas totais, localizadas na raiz dos entalhes, procuram descrever o processo de 
iniciação de fendas de fadiga. Estes modelos baseiam-se no pressuposto de que o comportamento do 
material na raiz do entalhe, em relação à deformação local, dano local e iniciação de uma fenda de 
fadiga, é similar ao comportamento global de um provete de pequenas dimensões, de acordo com as 
recomendações previstas nas normas em vigor, liso ou suavemente entalhado e solicitado axialmente. 
O provete pode ser imaginado na raiz do entalhe ou pode ser realmente extraído do entalhe. O provete 
deve apresentar a mesma microestrutura, o mesmo acabamento superficial (incluindo tensões 
residuais) e, se possível, o mesmo volume do material mais solicitado no entalhe. Se alguma destas 
condições não corresponder às condições observadas no entalhe analisado, os resultados dos ensaios 
de fadiga dos provetes testados devem ser corrigidos antes de se proceder à sua utilização. Os modelos 
baseados nas deformações elastoplásticas totais incluem, normalmente, a estimativa das tensões e 
deformações na raiz dos entalhes, tendo em conta um comportamento elastoplástico do material, e a 
comparação das grandezas estimadas com uma curva S-N, baseada nas deformações. A curva S-N 
pode ser determinada com base num critério de rotura total, para os provetes de pequenas dimensões, 
ou com base num critério de iniciação de uma fenda macroscópica, para provetes de maiores 
dimensões. 
As deformações e tensões na raiz dos entalhes dos componentes estruturais são, normalmente, 
calculadas com base na curva cíclica do material, juntamente com fórmulas de suporte 
macroestrutural. Na presença de entalhes severos deverão ser realizadas correções das tensões 
máximas, tendo em conta hipóteses de suporte microestrutural. 
 
2.3.2.1. COMPORTAMENTO ELASTOPLÁSTICO CÍCLICO 
Os metais, quando submetidos a um carregamento com deformações plásticas reversíveis, exibem um 
comportamento, designado de comportamento cíclico, que é distinto do comportamento monótono do 
material. Na Figura 2.4 representam-se algumas respostas cíclicas típicas. Constata-se que a resposta 
do metal depende da grandeza controlada e do modo como é feito esse controlo. Os comportamentos 
cíclicos mais importantes incluem o endurecimento e amaciamentos cíclicos, a relaxação cíclica da 
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tensão média e a fluência cíclica ou deformação plástica progressiva. Para além destes 
comportamentos, representados na Figura 2.4, referem-se, adicionalmente, o efeito de memória e a 
dependência da taxa de deformação. 
Para uma percentagem importante dos metais, a resposta cíclica ou estabilizada após um determinado 
número de ciclos de aplicação da carga ou varia, de ciclo para ciclo, de forma pouco significativa. Para 
aqueles materiais cuja resposta cíclica não estabiliza é comum considerar como resposta cíclica 
estabilizada a obtida para metade da vida à fadiga do material. 
Normalmente, o comportamento cíclico estabilizado do material é descrito através da curva cíclica que 
traduz a relação entre a tensão e a deformação, para um comportamento estabilizado. A curva cíclica 
pode ser determinada unindo as extremidades de vários ciclos de histerese estabilizados, obtidos para 
diferentes amplitudes de deformação, tal como se ilustra na Figura 2.5. Esta técnica de determinação 
da curva cíclica requer um provete por cada ponto da curva. A curva cíclica pode ser descrita através 
da relação proposta por Morrow [13]: 
'nP
2
'K
2 







=
ε∆σ∆
  (2.6) 
onde K' e n' são, respetivamente, o coeficiente e expoente de endurecimento cíclico, ∆P é a gama de 
deformação plástica e ∆ é a gama de tensão. O expoente de endurecimento cíclico, n', varia, 
normalmente, para os metais segundo o intervalo de 0.05 a 0.25.  
Outra alternativa para exprimir a equação cíclica do material, inspirada na relação de 
Ramberg-Osgood [14], apresenta a forma seguinte: 
 
'n/1PE
'K2E2222






+=+=
σ∆σ∆ε∆ε∆ε∆
  
(2.7) 
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Figura 2.4 – Comportamentos cíclicos típicos: a) endurecimento cíclico; b) amaciamento cíclico; c) relaxação da 
tensão média; d) fluência cíclica [11]. 
 
Diversos fenómenos relacionados com o comportamento cíclico podem ser deduzidos à custa da forma 
dos ciclos de histerese, pelo que a descrição analítica da forma destes ciclos assume um interesse 
especial. A curva cíclica do material descreve a relação entre a amplitude de tensão e a amplitude de 
deformação, para um comportamento estabilizado do material. A curva cíclica pode ainda ser usada 
para descrever a forma dos ciclos de histerese, para os materiais com comportamento tipo Masing. 
Com efeito, um material exibe um comportamento tipo Masing se os ramos, ascendentes e 
descendentes, dos ciclos de histerese puderem ser descritos através da curva cíclica do material, 
multiplicada por um fator de escala de 2: 
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(2.8) 
 
A forma simplificada de constatar se um material exibe um comportamento tipo Masing consiste em 
sobrepor diferentes ciclos de histerese estabilizados de modo a ficarem com a extremidade inferior 
coincidente. Se os ramos ascendentes dos ciclos de histerese formarem uma curva única, então o 
material apresenta um comportamento tipo Masing (ver Figura 2.6a)). Caso contrário, o 
comportamento do material é do tipo não-Masing (ver Figura 2.6b)). A maioria dos aços ao carbono 
apresenta um comportamento tipo não-Masing. 
 
 
Figura 2.5 – Curva cíclica do material [11]. 
 
 
Figura 2.6 – Ciclos de histerese típicos: a) comportamento tipo Masing; b) comportamento tipo não-Masing [11]. 
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2.3.2.2. RELAÇÕES DEFORMAÇÃO-VIDA 
Coffin [16] e Manson [17], estudando de forma independente no estudo da fadiga térmica, propuseram 
a caracterização do comportamento à fadiga das ligas metálicas com base na amplitude de deformação 
plástica, ∆P/2, de acordo com a equação seguinte: 
 
c
ff
P
)N2('
2
ε
ε∆
=
  
(2.9) 
 
onde 'f e c são o coeficiente e expoente de ductilidade à fadiga. A equação de Basquin, equação (2.5), 
pode ser rescrita em termos da deformação elástica:  
 
b
f
fE )N2(
E
'
E22
σσ∆ε∆
==
  
(2.10) 
 
As equações (2.9) e (2.10) podem ser combinadas resultando uma equação geral, válida para domínios 
de fadiga de curta duração: 
 
c
ff
b
f
fPE )N2(')N2(
E
'
222
ε
σε∆ε∆ε∆
+=+=
  
(2.11) 
 
As equações (2.9), (2.10) e (2.11) estão representadas na Figura 2.7. A análise da figura revela que 
enquanto o comportamento à fadiga de longa duração é controlado pela amplitude de deformação 
elástica, o comportamento à fadiga de curta duração é controlado pela amplitude de deformação 
plástica. A transição de um comportamento para o outro pode ser definida através do número de 
reversões de transição, 2Nt. O número de reversões de transição pode ser determinado igualando as 
componentes elástica e plástica da deformação: 
 
)cb/(1
f
f
t
'
E'
N2
−








=
σ
ε
  (2.12) 
 
A equação (2.11) pode ser modificada de modo a contemplar o efeito da tensão média, usando a 
sugestão de Morrow [17]: 
 
c
ff
b
f
medf )N2(')N2(
E
'
2
ε
σσε∆
+
−
=    (2.13) 
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Smith, Watson e Topper [18] propuseram a seguinte relação, que tem em conta o efeito da tensão 
média: 
 
( ) ( ) cbfffb2f2famax )N2(E''N2'E ++= εσσεσ   (2.14) 
 
onde máx e a são, respetivamente, a tensão máxima e a amplitude de deformação. Esta equação 
assenta no pressuposto de que para diferentes valores da amplitude de deformação, a, e da tensão 
média, med, o produto máx a permanece constante para uma determinada vida. Se a tensão máxima for 
nula, a equação (2.14) prevê uma vida infinita. De acordo com a equação (2.14), só existem roturas 
por fadiga se o carregamento incluir uma componente de tração. A equação proposta por Smith, 
Topper e Watson fornece, em geral, melhores resultados do que a equação proposta por Morrow, para 
uma maior gama de materiais. 
 
 
Figura 2.7 – Relação entre a amplitude de deformação total e a vida, obtida através da sobreposição das 
relações amplitude de deformação elástica versus vida e amplitude de deformação plástica versus vida [11]. 
 
2.3.2.3. ANÁLISE ELASTOPLÁSTICA DAS TENSÕES/DEFORMAÇÕES NOS ENTALHES 
Os modelos baseados nas deformações elastoplásticas totais requerem a determinação da história das 
tensões e deformações nos pontos críticos (entalhes) do detalhe estrutural em análise. As tensões e 
deformações locais são, normalmente, relacionadas com as deformações e tensões remotas, usando 
formulários simplificados ou modelos constitutivos de plasticidade cíclica. Neste capítulo apenas se 
referem alguns dos formulários simplificados mais importantes.  
O estado de tensão pode relacionar-se com o estado de deformação, através da relação de 
Ramberg-Osgood, para carregamentos uniaxiais [14]: 
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onde K é o coeficiente de resistência monótono, n é o expoente de endurecimento monótono e E é o 
módulo de Young. O comportamento cíclico estabilizado do material pode ser descrito com base nas 
equações (2.7) ou (2.8). Essas equações podem ser aplicadas em qualquer ponto material do detalhe 
estrutural, incluindo os entalhes e a secção remota. 
A presença de um entalhe num detalhe estrutural tem como efeito a intensificação local do campo de 
tensões e deformações. Se as tensões locais se mantiverem dentro do domínio elástico, o seu valor 
pode ser estimado com base no fator elasto-estático de concentração de tensões, Kt: 
 
nom
loc
tK σ
σ
=
  
(2.16) 
 
Na equação anterior, loc representa a tensão local e nom representa a tensão nominal. Se o estado de 
tensão local ultrapassar o domínio elástico pode definir-se um fator elastoplástico de concentração de 
tensões, K, e um fator elastoplástico de concentração de deformações, K, os quais assumem valores 
distintos: 
 
;K
nom
loc
σ
σ
σ =
nom
locK
ε
ε
ε =   (2.17) 
 
Nas equações anteriores loc e loc correspondem às tensões e deformações elastoplásticas locais; nom e 
nom correspondem às tensões e deformações nominais. Os fatores K e K são iguais para situações de 
elasticidade total. A Figura 2.8 ilustra a variação dos fatores de concentração de tensões e 
deformações elastoplásticos. 
 
 
Figura 2.8 – Variação dos fatores de concentração de tensões e deformações com as tensões nos entalhes [11]. 
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Neuber [19] estabeleceu que o fator teórico de concentração de tensões é igual à média geométrica dos 
fatores de concentração de tensões e deformações elastoplásticos, resultando a relação seguinte: 
 
2
1)KK(K t εσ=
  
(2.18) 
 
A relação anterior é válida para entalhes severos. Para entalhes suaves, Neuber [20] propôs a seguinte 
relação alternativa: 
 
)1K(K)1K(K tt −=− εσ
  (2.19) 
 
Introduzindo as equações (2.17) nas equações (2.18) e (2.19) resultam as seguintes relações entre as 
deformações/tensões locais e as deformações/tensões nominais: 
 
2
tnomnomlocloc Kεσεσ =  (entalhes severos)  (2.20) 
)1K(K)( ttnomnomnomlocloc −=− εσεεσ  (entalhes suaves)  (2.21) 
 
As equações (2.20) e (2.21) são válidas para carregamentos monótonos. A extensão destas relações 
para carregamentos cíclicos pode ser feita substituindo a tensão e a deformação pelas respectivas 
gamas. Adicionalmente, o fator teórico de concentração de tensões poderá ser substituído pelo fator de 
redução da resistência à fadiga, tal como sugerem alguns autores [22]. 
 
2
fnomnomlocloc Kε∆σ∆ε∆σ∆ =  (entalhes severos)  (2.22) 
)1K(K)( ffnomnomnomlocloc −=− ε∆σ∆ε∆ε∆σ∆ (entalhes suaves)  (2.23) 
 
Admitindo que o estado de tensão nominal é elástico, as equações anteriores podem ser rescritas na 
forma seguinte: 
 
E
)K( 2fnom
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MODELAÇÃO DO COMPORTAMENTO À FADIGA DE LIGAÇÕES REBITADAS COM MÚLTIPLOS REBITES 
  
 
16 
As equações (2.24) e (2.25), juntamente com as equações (2.15) e (2.7), permitem determinar a 
história das tensões e deformações nos entalhes desde que seja conhecida a evolução das tensões 
nominais. A Figura 2.9 ilustra o processo de determinação das tensões e deformações locais. 
Substituindo nas equações (2.24) e (2.25) a gama de deformação pelo resultado da equação (2.8) 
resultam as seguintes equações, que relacionam a gama de tensão local com a gama de tensão 
nominal: 
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Figura 2.9 – Ilustração da análise de tensões/deformações nos entalhes, de acordo com a regra de Neuber [22]. 
 
Seeger e Heuler [23] propuseram o alargamento das equações (2.20) e (2.21) para situações de 
plasticidade generalizada. Estes autores usaram a relação de Ramberg-Osgood para modelar quer o 
comportamento local quer o comportamento nominal do material. 
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2.3.3. MODELOS BASEADOS NA MECÂNICA DA FRATURA 
A previsão da resistência e vida à fadiga de detalhes estruturais com fendas incipientes pode ser 
realizada recorrendo à MF. A MF complementa a abordagem baseada nas deformações locais totais, 
uma vez que esta última é normalmente usada na modelação da fase de iniciação de fendas de fadiga. 
A taxa de propagação das fendas é, geralmente, relacionada com a gama do fator de intensidade de 
tensões, através de inúmeras leis de propagação disponíveis na literatura, desde que o comprimento 
destas fendas não seja considerado curto. A propagação das fendas ocorre sempre que a gama do fator 
de intensidade de tensões ultrapassa o valor limiar do fator de intensidade de tensões. Esta propagação 
termina assim que a gama do fator de intensidade de tensões ultrapassa o valor crítico do fator de 
intensidade de tensões (tenacidade do material) ou quando a secção resistente é incapaz de suportar os 
esforços a que está sujeita. A propagação de fendas em meios elastoplásticos, com tensões elevadas, 
pode ser modelada com base no valor do integral J. O efeito do fecho da fenda deverá ser modelado, 
caso os ciclos de tensão incluam tensões de compressão. Uma forma simples de contabilizar o efeito 
do fecho de fenda consiste em suprimir a componente de compressão da gama de tensão. O 
comprimento da fenda pode ser determinado, integrando a lei de propagação. Um inconveniente 
importante do método tem a ver com a facto de ser necessário prever a propagação de fendas curtas, o 
que não deve ser feito com base no valor da gama do fator de intensidade de tensões. 
 
2.3.3.1. CONSIDERAÇÕES SOBRE A MECÂNICA DA FRATURA LINEAR ELÁSTICA 
A MF descreve o comportamento de sólidos contendo fendas, prevendo a propagação destas fendas 
desde dimensões incipientes até dimensões críticas, responsáveis pela rotura do sólido. A MF inclui 
dois ramos importantes: a MFLE e a mecânica da fratura elastoplástica (MFEP). A MFLE assenta no 
pressuposto de um comportamento linear elástico generalizado do sólido. Apesar desta limitação 
importante da MFLE ela continua a ser usada preferencialmente na grande maioria das aplicações, 
pelo que a exposição que se segue incidirá, essencialmente, sobre este ramo da MF. 
 
2.3.3.1.1. MODOS DE SOLICITAÇÃO DE UMA FENDA 
As fendas podem ser solicitadas de 3 modos distintos, tal como se ilustra na Figura 2.10. Os três 
modos de solicitação podem ser aplicados isoladamente ou em combinação, produzindo modos de 
solicitação mistos. Uma vez que o modo de solicitação mais comum na fadiga é o modo I, a revisão 
que se segue incidirá essencialmente sobre este modo de solicitação. 
 
 
Figura 2.10 – Modos de solicitação/deformação de uma fenda [11]. 
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2.3.3.1.2. DEFINIÇÃO DO FATOR DE INTENSIDADE DE TENSÕES 
Considere-se uma fenda passante, solicitada em modo I, no seio de uma placa de material isotrópico 
com comportamento linear elástico, Figura 2.11. O estado de tensão no material próximo da 
extremidade da fenda define-se através das equações seguintes [24]: 
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(2.28) 
 
A análise das equações anteriores revela que as tensões na vizinhança da extremidade de uma fenda 
dependem das coordenadas r e , assim como do parâmetro K o qual é designado de factor de 
intensidade de tensões. As equações (2.28) prevêem tensões infinitas na extremidade da fenda. Na 
prática observa-se a formação de uma zona plástica na extremidade da fenda com uma determinada 
extensão. Os princípios da MFLE são válidos enquanto a dimensão dessa zona plástica for reduzida, 
quando comparada com as dimensões globais da fenda e do sólido. 
O fator de intensidade de tensões é função do carregamento, da forma da fenda, do modo de 
deformação da fenda e da geometria do sólido. A forma mais simples do fator de intensidade de 
tensões é obtida para uma placa infinita, com uma fenda solicitada em modo I, devido a uma tensão 
aplicada remotamente (Figura 2.11): 
 
aK piσ=   (2.29) 
 
Para geometrias e carregamentos mais complexos o fator de intensidade de tensões é dado por: 
 
aYK piσ=   (2.30) 
 
onde Y é um parâmetro geométrico adimensional que tem em consideração a geometria, incluindo a 
dimensão da fenda e o tipo de carregamento. 
Os fatores de intensidade de tensões podem ser determinados usando métodos analíticos, métodos 
numéricos ou ainda métodos experimentais [25]. 
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Diversas referências apresentam compilações, mais ou menos exaustivas, de soluções conhecidas do 
fator de intensidade de tensões [26-32]. 
 
 
Figura 2.11 – Placa infinita com fenda solicitada em modo I [11]. 
 
Os primeiros trabalhos conducentes à definição do fator de intensidade de tensões foram levados a 
cabo por Griffith [33,34] e Irwin [24,35,36]. Griffith introduziu o conceito de taxa de libertação de 
energia na previsão da rotura de materiais frágeis, tais como o vidro. Segundo Griffith a rotura dá-se 
quando a taxa de libertação de energia, G, resultante da propagação de uma fenda, for superior a um 
valor crítico da taxa de libertação de energia, Gc. Mais tarde Irwin propôs a extensão da abordagem de 
Griffith para os metais e usou o fator de intensidade de tensão, K, para caracterizar as condições de 
fratura. Irwin relacionou o fator de intensidade de tensões com a taxa de libertação de energia, 
resultando as equações seguintes: 
 
E
KG
2
=  (estado plano de tensão)  (2.31) 
)1(
E
KG 2
2
ν−=  (estado plano de deformação)  (2.32) 
 
2.3.3.2. PROPAGAÇÃO DE FENDAS DE FADIGA 
A presença de fendas reduz substancialmente a resistência de um componente ou estrutura. No 
entanto, na maioria das aplicações a presença de uma fenda incipiente não provoca imediatamente a 
rotura catastrófica da estrutura. Na prática, assiste-se a um crescimento controlado, subcrítico da fenda 
inicial até esta atingir uma dimensão crítica responsável pela rotura final. O crescimento controlado da 
fenda é, geralmente, originado por mecanismos de fadiga. 
A Figura 2.12 ilustra o efeito do nível de tensão no crescimento de fendas de fadiga. Para o efeito, 
representa-se a evolução do comprimento de uma fenda de dimensão inicial, ai, com o número de 
ciclos, para três níveis de tensão distintos, 1, 2 e 3, com 1>2>3. Da observação das curvas 
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x 
y 
r 
θ 
σy 
σx 
τxy 
σ∞ 
σ∞ 
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conclui-se que, para um determinado comprimento de fenda, a, a taxa de propagação das fendas 
(declive das curvas) é superior para as tensões mais elevadas. O número de ciclos, aquando da fratura, 
Nf, é menor para as tensões mais elevadas; o comprimento de fenda final, aquando da fratura, ac, é 
menor para as tensões mais elevadas. 
 
 
 
Figura 2.12 – Evolução do comprimento das fendas com o número de ciclos para vários níveis de tensão [11]. 
 
Conclui-se desta forma, que a vida de um componente estrutural, contendo uma fenda inicial, depende 
do nível de tensão aplicado, assim como da resistência à fratura do material. 
A análise da resistência de estruturas à fadiga, com base na mecânica da fratura, implica a obtenção da 
evolução temporal do fator de intensidade de tensão, K, face aos diversos cenários de carregamento 
estáticos e dinâmicos a que a estrutura se encontra sujeita. 
As curvas da Figura 2.12 não são adequadas para situações de projeto, a não ser que as condições de 
projeto sejam as mesmas dos ensaios usados na determinação das referidas curvas. A forma mais 
comum de apresentação dos resultados dos ensaios de propagação de fendas consiste na representação 
da taxa de propagação das fendas em função da gama do fator de intensidade de tensões, como se 
representa esquematicamente na Figura 2.12, em eixos bilogarítmicos. 
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Figura 2.13 – Taxa de propagação de fendas versus gama do fator de intensidade de tensões [11]. 
 
O gráfico da Figura 2.13 pode ser dividido em três zonas distintas. A zona I corresponde à zona junto 
ao limiar de propagação, ∆Kth, abaixo do qual não é observável qualquer propagação de fendas. As 
fendas podem existir, mas não são propagáveis. A propagação de fendas na zona I é controlada pela 
microestrutura do material, tensão média, frequência e condições ambientais. A zona de propagação II 
corresponde à zona de propagação estável de fendas. Esta zona é caracterizada por uma relação 
aproximadamente linear entre Log (da/dN) e Log (∆K). A taxa de propagação de fendas na zona II é 
influenciada por vários parâmetros como as condições ambientais, destacando-se a tensão média, 
sendo no entanto menos influenciada pela microestrutura. A zona III apresenta taxas de propagação de 
fendas muito elevadas pois o valor do fator de intensidade de tensão máximo aproxima-se do valor da 
tenacidade crítica do material, Kc. O número de ciclos decorrido nesta zona é reduzido. Aqui, a taxa de 
propagação depende, essencialmente, da tenacidade do material, que por sua vez depende da 
microestrutura, tensão média e condições ambientais. 
Normalmente, estabelecem-se relações entre a taxa de propagação de fendas de fadiga e a gama do 
fator de intensidade de tensões, com a forma geral seguinte: 
 
)K(fdNda ∆=   (2.33) 
 
com ∆K definido genericamente através da relação seguinte: 
 
aYK piσ∆∆ =
  
(2.34) 
 
Uma das relações mais simples foi proposta por Paris [36,37] e traduz a relação linear que se observa 
na zona II de propagação. 
Log ∆K
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m)K(CdNda ∆=   (2.35) 
 
onde C e m são constantes. 
 
Inúmeras leis de propagação têm sido propostas com o intuito de alargar o domínio de aplicação da lei 
de Paris, à custa de um aumento da complexidade destas. Por exemplo, a lei proposta por Forman 
modela as zonas de propagação II e III [39]: 
 
KK)R1(
)K(CdNda
c
m
∆
∆
σ −−
=
  (2.36) 
 
onde C e m são constantes, Kc representa a tenacidade crítica do material e R a razão de tensões. A 
referência [40] resume cerca de três dezenas de leis de propagação que foram propostas na literatura. 
 
O número de ciclos necessários para propagar uma fenda, desde o comprimento inicial, ai, até ao 
comprimento final, af, pode ser determinado integrando a lei de propagação do material: 
 
[ ] −=
f
i
a
a
1da)K(fN ∆
  (2.37)  
Para realizar a integração da relação anterior (2.37), a gama do fator de intensidade de tensões terá de 
ser expressa em função do comprimento da fenda, a. O integral pode ser aproximado, assumindo 
incrementos de fenda sucessivos, ∆a, com a gama de fator de intensidade de fatores constante, 
resultando em incrementos no número de ciclos de rotura: 
 
a
K
1
C
1N
m
∆
∆
∆ =   (2.38) 
 
A aproximação anterior conduz ao resultado exato do integral, à medida que os incrementos de fenda 
se aproximam de zero. 
A aplicação dos conceitos da MFLE na previsão da propagação de fendas de fadiga está limitada a 
problemas de propagação de fendas longas, com uma extensão reduzida da zona plástica. A previsão 
do comportamento de fendas curtas, com base na MFLE produz, em geral, resultados não 
conservadores. Com efeito, a taxa de propagação das fendas curtas é, em geral, superior à taxa de 
propagação prevista pela MFLE. As fendas curtas podem propagar-se para valores da gama do fator de 
intensidade de tensão, ∆K, abaixo do limiar de propagação, ∆Kth. 
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A norma ASTM E647 [40] apresenta as seguintes definições de fendas curtas: 
- Fendas cujo comprimento é pequeno, quando comparado com dimensões microestruturais 
relevantes (ex.: ordem de grandeza dos grãos); 
- Fendas cujo comprimento é pequeno, quando comparado com as dimensões da zona plástica 
na extremidade da fenda; 
- Fendas cuja dimensão física é pequena (ex.: a <1mm). 
 
2.4. MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
A determinação do fator de intensidade de tensões através de técnicas baseadas no MEF requer uma 
análise estática da estrutura com fenda, utilizando uma lei constitutiva linear para o material e a 
aplicação de um carregamento remoto que cria um campo de tensões na proximidade da extremidade 
da fenda. O fator de intensidade de tensões das fendas pode ser calculado na análise de elementos 
finitos utilizando diversas técnicas.  
Quando o campo de tensões é determinado usando o MEF, aparecem algumas dificuldades quando a 
região da extremidade da fenda é modelada. Os valores calculados das tensões são influenciados pelo 
refinamento das malhas, localizações dos nós, funções de forma, entre outros parâmetros. Porque as 
tensões são calculadas em pontos de Gauss, que nunca incluem a extremidade da fenda e, sendo o 
valor teórico da tensão na extremidade da fenda infinita, este valor nunca é encontrado por causa da 
interpolação linear das tensões, a partir dos pontos de Gauss. 
O uso do MEF é tratado em detalhe nas referências [42-44], com alguns exemplos práticos de 
determinação do fator de intensidade de tensões. No intuito de uma melhor modelação da extremidade 
da fenda, duas técnicas são comumente utilizadas: localização do nó intermédio (elementos 
quadráticos), a uma distância da extremidade da fenda igual a um quarto do lado do elemento 
(“quarter node point”), e elementos colapsados (“collapsed elements”). A técnica “quarter node point” 
pode ser utilizada para os elementos quadráticos com oito nós. Na Figura 2.14 ilustra-se uma malha de 
elementos finitos 2D com os elementos na extremidade de fenda com nós deslocados para a posição ¼ 
da aresta. 
 
 
Figura 2.14 – Técnica “quarter node point” [1]. 
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A técnica dos elementos colapsados é aplicada tanto a elementos planos como sólidos, e baseia-se no 
colapso das faces dos elementos que definem a extremidade da fenda, tornando-os triangulares, como 
se pode observar na Figura 2.15. 
 
 
Figura 2.15 – Técnica “collapsed elements” [1]. 
 
Estas duas técnicas conduzem a uma melhor caracterização do campo de tensões. O deslocamento dos 
nós para uma localização a um quarto do lado do elemento, permite captar a singularidade do campo 
de tensões na extremidade da fenda. 
 
2.5. DETERMINAÇÃO DOS FATORES DE INTENSIDADE DE TENSÕES 
Nesta secção apresenta-se a técnica de pós processamento para a determinação dos fatores de 
intensidade de tensões, designada de técnica do fecho de fenda virtual. Para além desta técnica existem 
outras, tais como, o método da extrapolação do deslocamento, método das forças e integral J, as quais 
não serão objeto desta dissertação. 
A técnica do fecho de fenda virtual baseia-se na taxa de libertação de energia que resulta do 
incremento infinitesimal de uma fenda. Esta técnica foi proposta por Rybicki e Kanninen em 1977 
[45], mas ainda não foi implementada em pacotes comerciais de MEF, talvez porque o método 
clássico desta técnica exibe dois modelos de elementos finitos para calcular a taxa de liberação de 
energia. Recentemente, foi proposta uma modificação, a qual só precisa de um modelo para calcular a 
taxa de liberação de energia. 
Deste modo, existem duas versões da técnica do fecho de fenda virtual para o cálculo da taxa de 
libertação de energia – uma baseada nas tensões/deformações calculadas em duas etapas (técnica do 
fecho de fenda virtual em duas etapas) e a outra baseada apenas numa análise (técnica modificada do 
fecho de fenda virtual). 
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2.5.1. TÉCNICA DO FECHO DE FENDA VIRTUAL EM DUAS ETAPAS 
A técnica do fecho de fenda virtual em duas etapas consiste no cálculo da energia libertada (∆E) 
quando uma fenda de comprimento a é propagada de um incremento ∆a. A energia necessária para 
propagar a fenda ∆a é igual à energia necessária para fechar a fenda em ∆a. Esta análise requer dois 
modelos de elementos finitos tal como se ilustra na Figura 2.16, para um problema 2D.  
No modelo 2D, e usando uma malha composta por elementos de 4 nós, Figura 2.16, a energia ∆E 
necessária para fechar a fenda pode ser calculada como: 
 
( )l2l1l2l1 wZuX2
1E ∆∆∆ ⋅+⋅=
            (2.39) 
 
onde X1l e Z1l são as forças nodais no nó l ao longo das direcções x e y, respetivamente, Figura 2.16 
a); ∆u2l e ∆w2l correspondem aos deslocamentos nodais após a abertura da fenda, Figura 2.16 b). 
Assim, a primeira análise é utilizada para obter as forças nodais, e a segunda é utilizada para obter os 
deslocamentos correspondentes à abertura da fenda. 
 
  
a) Primeira Etapa – Fenda Fechada. 
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b) Segunda Etapa – Fenda Propagada. 
Figura 2.16 – Técnica do fecho de fenda virtual em duas etapas, com elementos 2D de 4 nós [1]. 
 
2.5.2. TÉCNICA MODIFICADA DO FECHO DE FENDA VIRTUAL 
Este método é baseado nos mesmos pressupostos da técnica do fecho de fenda virtual em duas etapas, 
mas assume que as condições na extremidade da fenda não são significativamente alteradas quando a 
fenda se propaga por um ∆a, desde um comprimento de fenda a+∆a (nó i) até ao comprimento a+2∆a 
(nó k), Figura 2.17 [1]. Deste modo, quando a extremidade da fenda está localizada no nó k, os 
deslocamentos atrás da fenda (nó i) são aproximadamente os mesmos dos deslocamentos atrás da 
fenda (nó l) quando esta tem a extremidade no nó i. 
A energia necessária para propagar a fenda entre a+∆a e a+2∆a é igual à energia necessária para 
fechar a fenda entre os nós i e k. 
Assim, a variação de energia ∆E para fechar a fenda ao longo de uma distância ∆a é [1]: 
 
( )lili wZuX2
1E ∆∆∆ ⋅+⋅=
  (2.40) 
 
onde Xi e Zi são as forças nodais i e, ∆ul e ∆wl são os deslocamentos no nó l. Portanto, a informação 
necessária para o cálculo da variação da energia são obtidas a partir de uma única análise de elementos 
finitos. 
Após a obtenção da variação da energia, a taxa de libertação da energia é calculada da seguinte forma: 
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  (2.41) 
 
onde ∆A é a área da superfície criada pela propagação de fenda ∆a; no caso das chapas de espessura b, 
esta área é ∆a.b. 
O cálculo das taxas de libertação de energia de deformação para cada modo (I, II e III - Figura 2.10) é 
realizado utilizando os deslocamentos e forças nodais correspondentes à energia de deformação desse 
modo. 
Assim, para o caso da Figura 2.17, a taxa de libertação de energia é: 
 
( )
*lliliI wwZ
a2
1
wZ
a2
1G −−=−=
∆
∆
∆
  (2.42.a) 
( )
*lliliII uuX
a2
1
uX
a2
1G −−=−=
∆
∆
∆
  (2.42.b) 
 
 
Figura 2.17 – Técnica modificada do fecho de fenda virtual [1]. 
 
Se o modelo de elementos finitos contém elementos quadráticos de 8 nós, Figura 2.18, as 
componentes da taxa de libertação da energia de deformação são [1,46]: 
 
( ) ( )[ ]*mmj*lliI wwZwwZ
a2
1G −+−−=
∆
  (2.43.a) 
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( ) ( )[ ]*mmj*lliI uuXuuX
a2
1G −+−−=
∆
  (2.43.b) 
 
Figura 2.18 – Técnica modificada do fecho de fenda virtual para elementos quadráticos 2D com 8 nós [1]. 
 
A técnica modificada do fecho de fenda virtual pode ser facilmente generalizável para uma análise 3D. 
No caso de elementos quadráticos de 8 nós, são utilizadas as seguintes expressões para o cálculo das 
taxas de libertação de energia de deformação (ver Figura 2.19): 
 
( )
*LlLlLiI wwZ
a2
1G −−=
∆
  (2.44.a) 
( )
*LlLlLiII uuX
a2
1G −−=
∆
  (2.44.b) 
( )
*LlLlLiIII vvY
a2
1G −−=
∆
  (2.44.c) 
 
No caso de elementos 3D, quadráticos com 20 nós, Figura 2.20, a determinação das taxas de 
libertação energia de deformação nos nós de canto são dadas por: 
 
( ) ( ) ( ) ( )


	

−+−+−+−−= *MlMlMi*LmLmLj*LlLlLi*KlKlKi
L
I wwZ2
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wwZwwZwwZ
2
1
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∆
  
(2.45.a) 
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(2.45.c) 
 
onde ∆AL = a × b e o fator 1/2 é devido à energia ser distribuída por dois nós. Para os nós do meio das 
arestas dos elementos, situados no lado da face da fenda, as equações anteriores devem ser 
modificadas para a seguinte forma (Figura 2.21): 
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Figura 2.19 – Técnica modificada do fecho de fenda virtual para elementos sólidos lineares 3D com 8 nós [1]. 
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Figura 2.20 – Técnica modificada do fecho de fenda virtual para nós de canto com elementos sólidos quadráticos 
3D com 20 nós [1]. 
 
 
Figura 2.21 – Técnica modificada do fecho de fenda virtual para nós a meio do lado com elementos sólidos 
quadráticos 3D com 20 nós [1]. 
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3 
MODELAÇÃO DE LIGAÇÕES 
REBITADAS COM MÚLTIPLOS 
REBITES USANDO ELEMENTOS 
FINITOS SÓLIDOS 
 
 
3.1. INTRODUÇÃO 
Este capítulo apresenta uma metodologia para análise por elementos finitos de ligações rebitadas com 
múltiplos rebites, tendo em conta o efeito do pré-esforço nos rebites e atrito. Os modelos propostos 
permitem a avaliação das tensões locais, nos furos dos rebites, necessárias à realização de análises à 
fadiga, com base nos métodos locais. Em primeiro lugar é apresentado um modelo de elementos 
finitos de uma ligação com um único rebite. As tensões locais são avaliadas para vários valores de pré-
esforço no rebite, diferentes valores de atrito, diferentes parâmetros de contacto, assim como 
diferentes modos de solicitação (carga ou deslocamento imposto). As tensões locais obtidas com o 
modelo de rebite único são comparadas com outros resultados numéricos disponíveis na literatura, 
verificando-se desvios entre 13 e 40%. Posteriormente é apresentado um modelo de uma ligação com 
múltiplos rebites, possibilitando uma análise de tensões locais em função do pré-esforço nos rebites, 
atrito, número e distribuição dos rebites. Usando condições de simetria adequadas, o modelo de 
elementos finitos proposto pode representar ligações com 8 ou 16 rebites, dispostos segundo 2 ou 4 
linhas de rebites, respetivamente na direção da solicitação. Uma conclusão importante que resulta da 
análise das tensões locais, no modelo com múltiplos rebites, é a redução significativa da concentração 
de tensões dos rebites, à medida que os rebites se afastam do topo das chapas de sobreposição, na 
direção da solicitação, o que torna os rebites mais próximos do topo os mais críticos, do ponto de vista 
da fadiga. 
Apenas um número reduzido de trabalhos incidindo na análise de tensões em ligações rebitadas com 
múltiplos rebites podem ser encontrados na literatura [51-55]. Por exemplo, Al-Emrani e Kliger [51] 
propuseram modelos de elementos finitos para uniões rebitadas (nós) entre vigas do piso e longarinas 
usadas em pontes. Enquanto as vigas do piso e longarinas foram modeladas usando elementos finitos 
de casca, os rebites e as cantoneiras de ligação foram modeladas com elementos finitos sólidos. Foi 
usado um modelo de atrito de Coulomb com um coeficiente de atrito igual a 0.3. Estes autores, na 
impossibilidade de avaliar o pré-esforço nos rebites, consideraram três valores de pré-esforço distintos 
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nas simulações (30, 65 e 140 MPa). Imam et al. [54] propuseram modelos de elementos finitos de 
ligações rebitadas usando um modelo com elementos sólidos para toda a ligação (vigas, cantoneiras, 
rebites) e extensões com elementos de casca, usando interfaces sólido-casca (acoplamento de graus de 
liberdade). Estes autores consideraram um coeficiente de atrito igual a 0.3. O pré-esforço nos rebites 
foi estimado numa gama de 50 a 200 MPa. 
Este capítulo propõe uma metodologia para análise de tensões locais por elementos finitos em ligações 
rebitadas com múltiplos rebites. São propostos modelos de elementos finitos tridimensionais (3D) com 
elementos finitos sólidos e de contacto, usando o código comercial de elementos finitos ANSYS® [3]. 
Os modelos propostos permitem avaliar a influência do atrito e pré-esforço nos rebites na distribuição 
de tensões, em particular no fator de concentração de tensões no furo dos rebites. 
 
3.2. MODELAÇÃO POR ELEMENTOS FINITOS DE UMA LIGAÇÃO COM REBITE ÚNICO 
Neste sub-capítulo apresenta-se um modelo de elementos finitos de uma ligação rebitada com único 
rebite. Na Figura 3.1 apresenta-se a geometria da ligação rebitada. Esta ligação rebitada também foi 
objeto de modelação por Imam et al. [54]. A sua inclusão neste capítulo tem como objetivo a aferição 
do modelo, por comparação das tensões obtidas com resultados publicados na literatura. 
A ligação foi modelada recorrendo ao código comercial ANSYS® [3]. Foi construído um modelo 
paramétrico em linguagem APDL (ANSYS Parametric Design Language) do ANSYS®. As placas e 
rebite foram modelados usando elementos hexaédricos isoparamétricos de 20 nós (SOLID95). O 
contacto entre as placas e entre as placas e o rebite foi modelado através de elementos de contacto 
disponíveis no ANSYS®, usando as opções contacto superfície-superfície e flexível-flexível. Em 
particular, foram usados os elementos CONTA174 e TARGE 170 na definição dos vários pares de 
contacto [3]. Os materiais foram considerados lineares elásticos e isotrópicos (E=210 GPa, ν=0.27). 
Mesmo considerando comportamento linear dos materiais, a análise por elementos finitos é não-linear 
devido ao contacto, requerendo a aplicação de um carregamento incremental. 
Na Figura 3.2 apresenta-se uma malha de elementos finitos da ligação. Apenas ¼ da ligação foi 
modelada tirando partido dos dois planos de simetria existentes - os deslocamentos dos nós dos planos 
de simetria foram restringidos nas direções normais aos planos de simetria. Adicionalmente, todos os 
graus de liberdade dos nós das faces CD (ver Figura 3.1) foram restringidos. Na face AB foi 
experimentado dois tipos de condições de fronteira alternativas: deslocamento ou pressão impostos na 
direção longitudinal ou de solicitação. 
As simulações foram realizadas considerando o algoritmo de contacto Lagrange Aumentado, 
disponível no ANSYS®, juntamente com o modelo de atrito de Coulomb. O algoritmo de Lagrange 
aumentado requer a definição de uma rigidez normal de contacto. A penetração entre as superfícies de 
contacto e alvo depende da rigidez normal de contacto. Valores elevados de rigidez de contacto 
diminuem a penetração, mas podem conduzir a instabilidades numéricas e dificuldades de 
convergência. Valores reduzidos de rigidez de contacto conduzem a valores de penetração 
consideráveis, afetando a precisão da solução. Idealmente, é desejável um valor de rigidez 
suficientemente elevado de modo a resultar um valor baixo da penetração, mas suficientemente baixo 
de modo a garantir a convergência. Sem rigidez de contacto os corpos interpenetrariam sem qualquer 
resistência. A rigidez de contacto (FKN) é responsável pelo estabelecimento de uma força de contacto 
entre os corpos em contacto: a força de contacto é igual ao produto da rigidez de contacto (κ) e a 
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penetração (δ). A quantidade de penetração, δ, é, assim, dependente da rigidez, κ. Para não haver 
penetração seria necessário κ=∞, o que conduziria a instabilidades numéricas. O valor de κ que é 
calculado pelo ANSYS® depende da rigidez relativa dos corpos em contacto, existindo a possibilidade 
de escalar κ através do fator FKN. A gama usual de FKN está compreendida entre 0.01 e 1.0, sendo 
FKN=1.0 o valor usado por defeito pelo ANSYS®. As simulações realizadas para a ligação com rebite 
único contemplaram valores de FKN iguais a 0.01, 0.1 e 1.0. Estes mesmos valores serão considerados 
mais à frente na simulação da ligação com múltiplos rebites. 
Outro parâmetro necessário definir com o algoritmo Lagrange aumentado é o parâmetro FTOLN. Este 
parâmetro estabelece uma tolerância à penetração, na direção normal à superfície de contacto. A gama 
usual para este parâmetro é geralmente inferior a 1.0 (normalmente inferior a 0.2), sendo o valor por 
defeito igual a 0.1 Este parâmetro é usado para avaliar se a condição de compatibilidade à penetração é 
satisfeita. A compatibilidade à penetração é satisfeita se a penetração se encontrar dentro da 
penetração admissível (FTOLN x profundidade dos elementos finitos subjacentes à superfície de 
contacto). Se a penetração for superior à penetração admissível, serão necessárias mais iterações, 
mesmo que as forças residuais e o incremento nos deslocamentos preencham os requisitos de 
convergência. Nas simulações apresentadas no presente capítulo foram testados valores de FTOLN 
igual a 0.1 e 0.01. Para os restantes pares de contacto não mencionados, foram usados os valores 
propostos por defeito pelo ANSYS® [3]. 
A ligação rebitada foi simulada com folga nula entre o rebite e o furo, dado ser uma característica das 
ligações rebitadas. O efeito do pré-esforço nos rebites foi também modelado. O pré-esforço foi 
modelado definindo um carregamento prévio da ligação consistindo na aplicação de uma variação de 
temperatura ao rebite (redução de temperatura), e assumindo propriedades de expansão térmica 
ortotrópicas para o rebite: coeficiente de expansão térmica não-nulo na direção axial do rebite (α=10-5 
/ºC) e expansão térmica nula no plano transversal do rebite. O pré-esforço nas ligações rebitadas reais 
é de difícil quantificação. Neste contexto, o modelo da ligação rebitada com um único rebite foi usado 
para realizar uma análise de sensibilidade, procurando-se avaliar a influência de diversos valores de 
tensão de pré-esforço dos rebites, na distribuição local de tensões. Ao contrário dos parafusos de alta 
resistência, os rebites envolvem geralmente valores de pré-esforço relativamente baixos e não 
controláveis. Quando o pré-esforço está presente, o atrito desempenha um papel relevante na 
distribuição de tensões. Com vista a demonstração do efeito do atrito, três valores distintos de atrito 
foram considerados nas simulações (µ=0.0, µ=0.3 e µ=0.6). O valor exato do coeficiente de atrito é de 
difícil estimação. Os valores do coeficiente de atrito na gama 0-0.6 são plausíveis para o contacto aço-
aço. O valor de atrito µ=0.3 tem sido empregue em simulações de ligações rebitadas [51,53-55]; µ=0.6 
pode ser considerado como um limite superior para o coeficiente de atrito no contacto aço-aço. 
Tendo por base o modelo paramétrico da ligação rebitada com único rebite, foi realizado um estudo de 
sensibilidade baseado em 248 simulações. Metades das simulações foram realizadas impondo um 
deslocamento (δ) na face AB (ver Figura 3.1) de 0.1 mm na direção longitudinal; a outra metade das 
simulações foi realizada impondo uma pressão (p) de 30 MPa na referida face. Para cada valor de 
FKN e FTOLN foram testados 7 valores distintos de pré-esforço correspondendo a variações de 
temperatura iguais a 0, 25, 75, 125, 175, 225 e 275 ºC. As simulações realizadas com pressão imposta 
apresentaram algumas dificuldades de convergência para atrito nulo e pré-esforço não nulo. 
Na Figura 3.3 apresenta-se a variação da tensão média de pré-esforço no rebite em função da variação 
de temperatura aplicada ao rebite. Da análise da Figura 3.3 conclui-se que apenas o parâmetro FKN 
tem uma influência significativa na tensão de pré-esforço média no rebite. Quanto mais elevado for o 
valor de FKN maior é o declive da relação pré-esforço vs ∆T. O atrito e o valor do parâmetro FTOLN 
MODELAÇÃO DO COMPORTAMENTO À FADIGA DE LIGAÇÕES REBITADAS COM MÚLTIPLOS REBITES 
  
 
34 
têm uma influência desprezável na tensão de pré-esforço, para as gamas de valores testadas. Nas 
Figuras 3.4 e 3.5 apresenta-se a evolução do fator de concentração de tensões, Kt em função da tensão 
de pré-esforço média nos rebites. O fator de concentração de tensões foi determinado, dividindo a 
tensão máxima no bordo do furo do rebite da placa central, na direção longitudinal, e a tensão nominal 
determinada na secção resistente (secção resistente = secção remota – área projetada do furo do 
rebite). Da análise da Figuras 3.4 e 3.5 conclui-se que o tipo de carregamento (controlo de 
deslocamento ou controlo de tensão) influencia o fator de concentração de tensões. Isto deve-se ao 
facto do atrito tornar o problema não-linear, dependente da história de carregamento. O fator de 
concentração de tensões, na ausência de pré-esforço tem um valor que se situa na gama 3-3.5. Para 
FKN=1.0 constata-se que a concentração de tensões na superfície do furo tende a desaparecer; 
inclusive pode resultar uma concentração de tensões inferior à unidade, significando que a 
transferência de carga é realizada essencialmente por atrito entre as placas. Os valores de FKN igual a 
1.0 ou 0.1 são valores plausíveis, dado produzirem resultados fisicamente consistentes. Nas 
simulações realizadas em controlo de deslocamento a variação do parâmetro de contacto FTOLN na 
gama 0.1-0.01 não teve qualquer influência nos resultados. Já nas simulações com pressão remota 
imposta, a variação deste parâmetro teve alguma influência nos resultados apresentados para o fator de 
concentração de tensões. Na Tabela 3.1 apresenta-se a concentração de tensões em três pontos 
distintos, nomeadamente da superfície do furo da placa exterior (pontos F - face exterior e G -face 
interior/interface) e da superfície do furo da placa interior (ponto H - face exterior/interface). Estes 
pontos estão localizados no plano que contém o eixo do rebite e são perpendiculares à direção do 
carregamento. Na mesma Tabela apresenta-se uma estimativa dos fatores de concentração de tensões 
obtidos via numérica, nas referências [54] e [56], tendo-se registado desvios entre 13 e 40%. A 
referência [56] propõe soluções para o fator de concentração de tensões baseadas em análises de 
tensões bidimensionais e sem modelação do contacto do corpo do rebite com o furo. As soluções 
provenientes da referência [54] foram obtidas com um modelo de elementos finitos equivalente, mas 
construído em ABACUS®. 
 
Figura 3.1 - Ligação rebitada com único rebite (dimensões em mm). 
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Figura 3.2 - Malha de elementos finitos da ligação rebitada com único rebite (1/4 da geometria da ligação 
modelada). 
 
 
Figura 3.3 - Variação da tensão média de pré-esforço no rebite com a variação de temperatura (ligação com 
rebite único). 
 
 
Figura 3.4 - Variação do fator de concentração de tensões no furo do rebite em função de FKN e coeficiente de 
atrito (ligação com rebite único). 
0.0
25.0
50.0
75.0
100.0
125.0
150.0
175.0
200.0
225.0
250.0
275.0
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275
Variação de temperatura, ∆T [ºC]
Pr
é-
te
n
sã
o
 
m
éd
ia
 
n
o
 
re
bi
te
 
[M
Pa
] .
FKN=1.0
FKN=0.1
FKN=0.01
FKN=1.0
FKN=0.1
FKN=0.01
FKN=1.0
FKN=0.1
FKN=0.01
µ=0.0
µ=0.3
µ=0.6
FTOLN=0.1-0.01, δ=0.1 mm
0.00
0.50
1.00
1.50
2.00
2.50
3.00
3.50
4.00
0 50 100 150 200 250
Pré-tensão média no rebite [MPa]
Fa
ct
o
r 
de
 
co
n
ce
n
tr
aç
ão
 
de
 
te
n
sõ
es
,
 
K
t FKN=1.0
FKN=0.1
FKN=0.01
FKN=1.0
FKN=0.1
FKN=0.01
FKN=1.0
FKN=0.1
FKN=0.01
µ=0.0
µ=0.3
µ=0.6
FTOLN=0.1-0.01, δ=0.1 mm
MODELAÇÃO DO COMPORTAMENTO À FADIGA DE LIGAÇÕES REBITADAS COM MÚLTIPLOS REBITES 
  
 
36 
 
Figura 3.5 - Variação do fator de concentração de tensões no furo do rebite em função da pré-tensão média no 
rebite (ligação com rebite único). 
 
Tabela 3.1 - Fatores de concentração de tensões, Kt, na ligação com rebite único (p = 30 MPa). 
 
 
3.3. MODELAÇÃO POR ELEMENTOS FINITOS DE LIGAÇÕES COM MÚLTIPLOS REBITES 
Nesta secção apresenta-se modelos de elementos finitos de dois tipos de ligações com múltiplos 
rebites, representados na Figura 3.6. Estas ligações podem ser de 8 rebites (simetria em CD) ou de 16 
rebites (simetrias em AC e CD). Enquanto a Figura 3.6 a) pode representar uma ligação com 2 ou 4 
filas de rebites, na direção do carregamento, a Figura 3.6 b) pode representar uma ligação com 1 ou 2 
filas de rebites na direção do carregamento. Foram construídos modelos de elementos finitos dos dois 
tipos de ligações, usando a mesma metodologia adotada na secção anterior, para a ligação com único 
rebite. Na Figura 3.7 representam-se as respetivas malhas de elementos finitos, verificando-se tratar 
de malhas com elementos regulares. As simulações foram realizadas para um coeficiente de atrito 
igual a 0.3 e 0.6 e impondo um deslocamento de 0.1mm na face AB, na direção longitudinal. Foram 
considerados os parâmetros de contacto propostos por defeito pelo ANSYS®: FKN=1.0 e FTOLN=0.1. 
Para a geometria representada na Figura 3.6a) foram realizadas dois grupos de simulações – com 3 
planos de simetria (ligação com 16 rebites) ou com 2 planos de simetria (ligação com 8 rebites). Neste 
último caso, a face AB também foi restringida na direção transversal ao carregamento, de modo a 
evitar movimentos de corpo rígido. Para a geometria da Figura 3.6 b) foram também consideradas as 
mesmas condições. Na Figura 3.8 representa-se a evolução do fator de concentração de tensões em 
cada furo, na placa central, e em função do pré-esforço nos rebites. Considerou-se cada rebite com o 
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mesmo valor de variação de temperatura, prevendo-se valores semelhantes de pré-esforço. A definição 
usada para o fator de concentração de tensões é a mesma adotada para a ligação simples. 
 
a) b) 
Figura 3.6 - Ligações com múltiplos rebites (8 ou 16 rebites): a) 2 ou 4 filas de rebites; b) 1 ou 2 filas de rebites 
(dimensões em mm). 
 
 
a) 
 
b) 
Figura 3.7 - Malhas de elementos finitos de ligações com múltiplos rebites (8 ou 16 rebites): a) 2 ou 4 filas de 
rebites; b) 1 ou 2 filas de rebites. 
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Figura 3.8 - Evolução do fator de concentração de tensões em função da tensão de pré-esforço nos rebites, para 
a ligação rebitada com múltiplos rebites. 
 
Da análise da Figura 3.8 conclui-se que a concentração de tensões é máxima nos furos dos rebites 
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rebite 1). Esta concentração de tensões cai significativamente à medida que a distância ao topo da 
placa lateral aumenta. Na ausência de pré-esforço, verifica-se que na ligação da Figura 3.6a), a 
concentração de tensões no furo mais próximo do topo se situa entre 3.5-4.0; nos rebites seguintes, a 
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concentração de tensões cai para valores no intervalo 2.0-2.5, ou seja, sensivelmente para metade. Na 
ligação da Figura 3.5b) observa-se que a concentração de tensões no furo mais próximo do topo se 
situa entre 3.0-3.5; nos rebites seguintes a concentração de tensões cai para valores no intervalo 1.5-
2.0. No terceiro e quarto rebites a concentração de tensões cai para valores entre 1.0 e 1.5. Logo, do 
ponto de vista da fadiga, os rebites mais próximos do topo da placa lateral são os mais críticos. 
Também se observa a redução da concentração de tensões com o pré-esforço nos rebites. Para o caso 
da ligação rebitada com 4 filas de rebites (Figura 3.5a) com simetria na face AC), a concentração de 
tensões é máxima nos furos dos rebites próximos do bordo lateral (furo dos rebites 2 e 4). O aumento 
do coeficiente de atrito produz um aumento da concentração de tensões, para ausência de pré-esforço 
nos rebites, mas à medida que o pré-esforço aumenta esta situação rapidamente se reverte. 
 
3.4. CONCLUSÕES 
Neste capítulo é apresentado uma abordagem por elementos finitos para modelação de ligações 
rebitadas em especial com múltiplos rebites, baseada em modelação sólida e usando tecnologia de 
elementos de contacto. Os modelos de elementos finitos obtidos permitem analisar o efeito do atrito e 
pré-esforço dos rebites na distribuição de tensões locais, necessárias à aplicação dos métodos locais de 
avaliação da resistência à fadiga. O aumento do pré-esforço e atrito tem como consequência a redução 
da concentração de tensões nos furos dos rebites, localizações preferenciais para a iniciação de fendas 
de fadiga. Nas ligações topo a topo com chapas de sobreposição, os rebites mais solicitados são os que 
se encontram na primeira linha junto ao topo das placas de sobreposição. 
Estes modelos, apesar das suas potencialidades, apresentam um grande inconveniente, que tem a ver 
com o elevado custo computacional associado. A sua integração na análise de ligações rebitadas de 
estruturas rebitadas reais, terá de ser realizada usando técnicas de transferência de condições de 
fronteira de um modelo de elementos finitos global da estrutura, para o modelo local sólido da ligação 
rebitada – técnicas de submodelação. 
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4 
COMPARAÇÃO ENTRE DIFERENTES 
ESTRATÉGIAS DE MODELAÇÃO NA 
AVALIAÇÃO À FADIGA DE 
LIGAÇÕES REBITADAS  
 
 
4.1. INTRODUÇÃO 
Este capítulo propõe uma metodologia para análise de tensões locais por elementos finitos em ligações 
rebitadas com múltiplos rebites. São propostos modelos de elementos finitos tridimensionais (3D) 
usando exclusivamente elementos sólidos ou usando uma combinação de elementos sólidos com 
elementos de casca, em qualquer dos casos, empregando elementos de contacto. Estes modelos foram 
construídos no código comercial de elementos finitos ANSYS® [3]. Os modelos propostos permitem 
avaliar a influência do atrito e pré-esforço nos rebites na distribuição de tensões, em particular no fator 
de concentração de tensões no furo dos rebites e no fator de intensidade de tensões. 
O fator elástico de concentração de tensões foi determinado para três ligações distintas, ou seja, um 
único de rebite, a matriz rebitada 1×4 e, finalmente, a matriz rebitada 2×2. A matriz 2×2 rebitada 
conjunta também foi utilizada para cálculos do fator de intensidade de tensões. Para todos os casos, 
dois modelos de elementos finitos, com elementos sólidos e de casca foram propostos e comparados. 
Estes modelos foram construídos usando o software ANSYS, com a linguagem APDL [3]. 
A utilização de elementos de casca visa aligeirar o custo computacional de uma modelação composta 
exclusivamente por elementos sólidos. Mesmo usando elementos de casca, foram usados elementos 
sólidos para modelar os rebites. Em relação aos elementos sólidos, foi usado o elemento SOLID95 (20 
nós). Em relação aos elementos de casca, foram testados dois tipos de elementos, em particular com 4 
nós (SHELL63) e 8 nós (SHELL93). Os pares de contacto entre as superfícies foram modelados 
usando, tal como no Capítulo 3, os elementos CONTA174 e TARGE170. O contacto entre os 
elementos de casca e os rebites foi modelado usando o CONTA175 e TARGE170. 
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4.2. AVALIAÇÃO DO FATOR ELÁSTICO DE CONCENTRAÇÃO DE TENSÕES 
O fator de elástico de concentração de tensões foi definido como a razão entre a tensão máxima no 
bordo do furo do rebite, na direção da solicitação, e a tensão uniforme na mesma direcção, avaliada na 
seção transversal da placa contendo o eixo de rebite e normal ao carregamento. 
 
4.2.1. MODELAÇÃO COM ELEMENTOS FINITOS SÓLIDOS 
4.2.1.1. LIGAÇÃO SIMPLES 
Uma ligação com único rebite foi modelada neste estudo. A geometria da conexão de rebite único é 
mostrada na Figura 4.1. O modelo de conexão usado é apenas ¼ da geometria total, tirando vantagem 
dos dois planos de simetria da ligação (Figura 4.2). Os nós nos planos de simetria foram restringidos 
na direção normal aos planos de simetria. A superfície AB (Figura 4.1) foi submetida a um 
deslocamento uniforme de 0.1 mm, ao longo da direção longitudinal (eixo da ligação). 
 
 
Figura 4.1 – Geometria de ligação rebitada simples (dimensões em mm). 
 
 
 
Figura 4.2 – Modelo de elementos finitos, usando elementos sólidos: ¼ da geometria total. 
 
A Figura 4.3 ilustra os valores de pré-esforço em função das variações de temperatura aplicado ao 
rebite (0, 25, 75, 125, 175, 225 e 275 º C) para fatores FKN diversos (1.0, 0.1 e 0.01), coeficientes de 
B
A
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atrito, µ iguais a 0.0, 0.3 e 0.6, e FTOLN = 0,1. A Figura 4.3 ilustra que o pré-esforço aumenta 
linearmente com a variação de temperatura. O fator FKN tem uma influência significativa nos valores 
de pré-esforço. O coeficiente de atrito não tem efeitos significativos sobre as tensões de pré-esforço. 
A Figura 4.4 mostra a evolução do fator elástico de concentração de tensões com o pré-esforço, fator 
FKN, FTOLN de 0.1 e coeficiente de atrito. O fator elástico de concentração de tensões diminui com o 
aumento do pré-esforço. Para FKN = 1.0 ou FKN = 0.1 e atrito não-nulo, o fator elástico de 
concentração de tensões tende para a unidade. Sem atrito, a carga transfere-se exclusivamente por 
deslizamento; a combinação de força de atrito e tensões de aperto aumenta a transferência de carga por 
atrito, reduzindo a transferência de carga por rolamento, e consequentemente o fator elástico de 
concentração de tensões. 
 
 
Figura 4.3 – Evolução do pré-esforço com a temperatura aplicada ao rebite: modelo sólido. 
 
 
 
Figura 4.4 – Evolução do fator concentração de tensões com o pré-esforço, FKN e coeficiente de atrito (modelo 
sólido). 
 
4.2.1.2. LIGAÇÃO COM MATRIZ 1X4 
A Figura 4.5 ilustra uma conexão de rebites múltipla, com uma matriz de 1×4 rebites. Dois planos de 
simetria foram assumidos, ou seja, faces AC e DC (ver Figura 4.5). Portanto, o modelo proposto 
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representa uma conexão com 16 rebites: duas filas de oito rebites cada. A Figura 4.6 mostra a malha 
de elementos finitos da ligação. Deslocamentos nulos foram assumidos nos planos de simetria ao 
longo da direção normal; além disso, um deslocamento de 0.1 mm foi aplicado à face AB, ao longo da 
direção longitudinal. 
 
Figura 4.5 – Geometria de múltipla ligação rebitada: 1×4 matriz de rebites (dimensões em mm). 
 
 
Figura 4.6 – Modelo de elementos finitos de múltipla ligação rebitada, com elementos finitos sólidos: 1×4 matriz 
de rebites (1/8 da geometria). 
 
A Figura 4.7 ilustra a evolução do fator elástico de concentração de tensões com o pré-esforço para 
dois coeficientes de atrito, µ = 0.3 e µ = 0.6 (FKN = 1.0; FOLTN = 0.1). O fator elástico de 
concentração de tensões diminui com o aumento do pré-esforço. O fator elástico de concentração de 
tensões é maior para o primeiro rebite (mais próximo da face AB), e reduz de forma significativa 
como a distância do rebite à face de aplicação do deslocamento. Para os rebites 3 e 4 há quase 
nenhuma concentração de tensões. O atrito reduz a concentração de tensões para níveis intermédios / 
alto de tensões de pré-esforço. Para baixas tensões de pré-esforço, este efeito é revertido. O efeito de 
atrito é mais sensível para o primeiro rebite, e desaparece como a distância do rebite à face AB. 
 
4.2.1.3. LIGAÇÃO COM MATRIZ 2X2 
A Figura 4.8 ilustra a geometria com uma matriz 2×2 de rebites. As faces AC e DC são assumidas 
como planos de simetria. Portanto, o modelo de elementos finitos proposto representa uma conexão 
rebitada com 4 linhas de 4 rebites cada. A Figura 4.9 mostra a malha de elementos finitos da conexão. 
As condições fronteira são as mesmas que na ligação anterior. 
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A Figura 4.10 mostra a evolução do fator elástico de concentrações de tensões com os valores de pré-
esforço e de atrito (FKN=1.0; FTOLN=0.1). Da mesma forma como observado nas análises anteriores, 
o fator elástico de concentrações de tensões diminui com o pré-esforço. Além disso, a concentração de 
tensão elástica é maior para os rebites mais próximos à face da aplicação da solicitação (rebite 2, kt > 
3,5). Na perspetiva de uma avaliação da fadiga, o rebite 2 é o mais crítico. A Figura 4.10 também 
mostra que kt é maior para o menor atrito, e para baixas tensões de aperto. No entanto, esta observação 
é invertida para altos valores de pré-esforço. 
 
 
Figura 4.7 – Evolução do fator concentração de tensões com o pré-esforço e coeficiente de atrito: 1x4 matriz de 
rebites (modelo sólido). 
 
 
Figura 4.8 – Geometria de ligação rebitada múltipla: 2×2 matriz de rebites (dimensões em mm). 
 
 
Figura 4.9 – Modelo de elementos finitos de ligação rebitada múltipla, usando modelo de elementos finitos 
sólidos: 2×2 matriz de rebites (1/8 da geometria). 
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Figura 4.10 - Evolução do fator concentração de tensões com o pré-esforço e coeficiente de atrito: 2x2 matriz de 
rebites (modelo sólido). 
 
4.2.2. MODELAÇÃO COM ELEMENTOS FINITOS DE CASCA 
Esta secção apresenta os resultados do fator elástico de concentrações de tensões para os mesmos 
modelos estudados na Seção 4.2.1, mas agora com as placas modeladas com elementos finitos de 
casca. 
 
4.2.2.1. LIGAÇÃO SIMPLES 
A ligação simples ilustrada na Figura 4.11 é modelada utilizando elementos de casca para as placas e 
os elementos sólidos para o rebite. Apenas ½ da ligação é modelada, conforme ilustrado na malha de 
elementos finitos da Figura. 4.11. Deslocamentos normais ao plano de simetria são contidos, bem 
como as rotações ao longo da direção dos bordos das placas, no plano de simetria. 
Para se atingirem valores de pré-esforço semelhantes ao anteriormente simulados, significativas 
variações de temperatura têm de se aplicar (ver Figura 4.12). Os resultados indicam que os modelos 
com elementos de casca têm menor rigidez à compressão lateral do que os modelos com elementos 
sólidos. 
 
Figura 4.11 – Modelo de elementos finitos de ligação rebitada simples, usando modelo de elementos finitos de 
casca: ½ da geometria total. 
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Figura 4.12 – Evolução do pré-esforço com a variação de temperatura e coeficiente de atrito: modelo de casca. 
 
A tendência entre o fator elástico de concentrações de tensões e os valores de pré-esforço verificada 
para os modelos sólidos é confirmada neste modelo. O parâmetro FKN tem um efeito significativo 
sobre o pré-esforço. O FKN igual à unidade parece ser uma escolha apropriada, já que o pré-esforço 
desenvolve-se facilmente. As curvas parecem tender para um fator de concentração de tensões acima 
da unidade. Resultados obtidos com o elemento SHELL93 (elemento de 8 nós) é ligeiramente maior 
do que os resultados obtidos utilizando o elemento SHELL63 (elemento de 4 nós). 
 
 
Figura 4.13 – Evolução do fator de concentração de tensões com o pré-esforço, FKN e coeficiente de atrito 
(elementos de casca). 
 
Comparando os resultados da Seção 3.2.1.1 com os resultados desta secção, fica claro que os modelos 
sólidos prevêem um fator elástico de concentrações de tensões mais elevado, para nulas ou baixas 
tensões de pré-esforço. 
 
4.2.2.2. LIGAÇÃO COM MATRIZ 1X4 
A Figura 4.14 mostra a malha de elementos finitos, com elementos de casca, de uma ligação múltipla 
com matriz 1x4 de rebites. Este modelo representa uma representa uma ligação de 16 rebites, devido a 
dois planos de simetria, como descrito na Seção 4.2.1.2. 
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Figura 4.14 - Modelo de elementos finitos de ligação rebita múltipla, usando modelo de elementos finitos de 
casca: 1×4 matriz de rebites (1/4 da geometria). 
 
A Figura 4.15 mostra tendências semelhantes, como observado para o modelo sólido correspondente. 
Novamente, o rebite mais próximo do limite da placa é o mais esforçado. O aumento do coeficiente de 
atrito produz sempre uma redução da concentração de tensões. A Figura 4.16 apresenta uma 
comparação entre os resultados do modelo sólido e modelo de casca, para o caso da matriz de rebites 
1×4. O fator elástico de concentrações de tensões do modelo de casca é sempre menor do que 
concentração de tensões obtida com o modelo sólido, para o primeiro rebite (o mais próximo do final 
da placa de cobertura) (µ = 0,3 e µ = 0,6). Para os outros rebites este comportamento é invertido, 
sendo o kt, no modelo de casca, superior ao obtido com o modelo sólido. 
 
 
Figura 4.15 - Evolução do fator de concentração de tensões com o pré-esforço e coeficiente de atrito (elementos 
de casca): 1×4 matriz de rebites (elementos de casca). 
 
 
Figura 4.16 – Comparação do fator de concentração de tensões entre elementos finitos sólidos e de casca: 1×4 
matriz de rebites. 
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4.2.2.3. LIGAÇÃO COM MATRIZ 2X2 
A ligação múltipla de rebites referida na Secção 4.2.1.3 foi modelada utilizando elementos de casca 
para representar as placas. A Figura 4.17 ilustra a malha de elementos finitos. Os rebites foram 
modelados usando elementos sólidos. O modelo representado na Figura 4.17 corresponde a uma 
ligação de 16 rebites pois foram aplicadas condições de fronteira de simetria. A Figura 4.18 mostra a 
evolução do fator elástico de concentrações de tensões com o pré-esforço e atrito (FKN = 1.0; FTOLN 
= 0.1). O rebite 2, que é o rebite mais próximo da solicitação e do lado exterior, é o que apresenta 
maior concentração de tensões. 
 
 
Figura 4.17 – Modelo de elementos finitos de ligação rebitada múltipla, usando modelo de elementos finitos de 
casca: 2×2 matriz de rebites (1/4 da geometria). 
 
 
Figura 4.18 – Evolução do fator de concentração de tensões com o pré-esforço e coeficiente de atrito (elementos 
de casca): 2×2 matriz de rebites (elementos de casca). 
 
A Figura 4.19 apresenta uma comparação da evolução do fator elástico de concentrações de tensões 
obtido com os modelos de casca e sólidos. Para baixas tensões de pré-esforço (<75 MPa), o modelo 
sólido produz fatores elásticos de concentrações de tensões superiores aos verificados nos elementos 
de casca. No entanto, para altas tensões de pré-esforço, o modelo de casca tende a produzir maiores 
valores de concentração de tensão. 
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Figura 4.19 – Comparação do fator de concentração de tensões entre elementos finitos sólidos e de casca: 2×2 
matriz de rebites. 
 
4.3. AVALIAÇÃO DO FATOR DE INTENSIDADE DE TENSÕES 
Neste sub-capítulo foram avaliados os fatores de intensidade de tensões para uma fenda a propagar a 
partir de um rebite, para uma ligação com a matriz de 2x2 rebites. Foram avaliadas duas configurações 
distintas de fendas a emanar do Rebite 2 (configuração a) e b) da Figura 4.20). Por hipótese, 
assumiram-se fendas a propagar apenas na placa central da ligação. 
 
 
Figura 4.20 – Duas configurações de fenda a emanar do rebite 2.  
 
Os fatores de intensidade de tensões foram avaliados utilizando a técnica de fecho de fenda virtual. 
Ambos os modelos sólidos e de casca foram usados para calcular os fatores de intensidade de tensões. 
Foram utilizadas duas tensões de pré-esforço distintas nas análises.  
 
4.3.1. MODELAÇÃO COM ELEMENTOS FINITOS SÓLIDOS 
As fendas foram geradas no modelo de elementos finitos descrito na secção 4.2.1.3. Foi utilizada a 
mesma malha, mas foram colocados nós suplementares no local das fendas. A Figura 4.21 mostra as 
duas configurações de fendas consideradas nesta análise. Foram estudados dois distintos valores de 
pré-esforço, 20.3 MPa e 89.2, respetivamente. Na Figura 4.22 e 4.23 apresentam-se as evoluções dos 
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factores de intensidade de tensões normalizados, obtidos com os modelos sólidos, para as duas 
configurações de fenda, verificando-se a influencia do pré-esforço nos factores de intensidade de 
tensões. 
 
 
Figura 4.21 – Fendas numa ligação rebitada com matriz de rebites 2×2 (modelo sólido): configuração a) de 
Fenda (esq.) e configuração b) de fenda (dir.). 
 
 
Figura 4.22 – Comparação dos fatores de intensidade de tensões obtidos nos modelos de elementos finitos 
sólidos com 2 valores de pré-esforço: configuração de fenda a). 
 
 
Figura 4.23 – Comparação dos fatores de intensidade de tensões obtidos nos modelos de elementos finitos 
sólidos com 2 valores de pré-esforço: configuração de fenda b) 
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4.3.2. MODELAÇÃO COM ELEMENTOS FINITOS DE CASCA 
Nesta secção, a geometria das fendas analisadas é semelhante às anteriores modeladas com modelos 
sólidos, mas agora são utilizados modelos com elementos de cascas (ver Figura 4.24). Os fatores de 
intensidade de tensões foram determinados, neste caso, usando uma análise VCCT 2D [1], usando-se 
os deslocamentos e cargas nodais obtidas no plano da casca. 
As Figuras 4.25 e 4.26 mostram a evolução do fator de intensidade de tensões para as duas 
configurações de fenda, a e b, respetivamente. Em cada gráfico, o efeito benéfico da tensão de pré-
esforço é ilustrado: a redução do fator de intensidade de tensão é observada com o aumento das 
tensões de pré-esforço.  
 
 
Figura 4.24 – Fendas na ligação rebitada com matriz de 2×2 rebites (modelo de casca): configuração a) de 
Fenda (esq.) e configuração b) de fenda (dir.). 
 
 
Figura 4.25 – Evolução do fator de intensidade de tensões obtido com modelo de elementos de casca e para pré-
esforços de 20.3 MPa e 89.2 MPa: configuração de fenda a). 
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Figura 4.26 – Evolução do fator de intensidade de tensões obtido com modelo de elementos de casca e para pré-
esforços de 20.3 MPa e 89.2 MPa: configuração de fenda b). 
 
 
 
 
Figura 4.27 – Comparação do fator de intensidade de tensões entre modelo com elementos finitos sólidos e de 
casca: configuração de fenda a). 
 
Figura 4.28 – Comparação do fator de intensidade de tensões entre modelo com elementos finitos sólidos e de 
casca: configuração de fenda b). 
 
Nas Figuras 4.27 e 4.28 comparam-se as evoluções dos fatores de intensidade de tensões, obtidas com 
os modelos de casca e sólido. Constata-se que os factores de intensidade de tensões são superiores no 
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modelo de casca. Os fatores de intensidade de tensão obtidos no modelo de casca são 
aproximadamente três vezes superiores aos valores obtidos com o modelo sólido. 
A situação é inversa à tendência observada quando se determinaram factores de concentração de 
tensões. Entende-se que os modelos de casca envolvem maior simplificação da realidade do que 
modelos sólidos, portanto é esperado que os resultados de modelos de casca sejam mais pobres que os 
resultados de modelos sólidos. Os factores de intensidade de tensões foram calculados com os 
elementos de casca, usando os esforços de membrada apenas, pois os momentos flectores não são 
tidos em conta na formulação do VCCT. Já no modelo sólido, foram calculados factores de 
intensidade de tensões ao longo da espessura, e foram usados valores médios deste parâmetro.  
A vantagem importante dos modelos de casca é um custo computacional menor que normalmente 
exigem. No presente caso, os modelos de casca ainda requerem significativo custo computacional uma 
vez que a não-linearidade do contacto persiste e os rebites ainda são modelados usando elementos 
sólidos.  
 
4.4. CONCLUSÕES 
No presente capítulo foram analisadas três ligações rebitadas, com um rebite, matriz 1×4 rebites e 
matriz 2×2 rebites. Além disso, dois tipos de modelos de elementos finitos foram testados, ou seja, 
utilizando elementos sólidos e elementos de casca. Os modelos de elementos finitos foram construídos 
utilizando elementos de contacto que permitiu a simulação de efeitos locais, como o atrito combinado 
com as tensões de pré-esforço em rebites. 
A análise das ligações com múltiplos rebites também permitiu a conclusão de que os rebites mais 
críticos são os mais próximos dos lados / final das placas sobrepostas. 
Os valores gerados para os fatores de intensidade de tensão foram relativamente altos. As simulações 
visando a determinação dos factores de intensidade de tensões iniciaram em fendas de três milímetros. 
Portanto, tamanhos menores de fendas seriam preferíveis, a fim de cobrir o domínio de propagação de 
fendas mais lento. No entanto, este aspecto será tratado no exemplo do capítulo seguinte. 
Os resultados de modelos sólidos e de casca foram significativamente distintos, principalmente para 
baixas tensões de pré-esforço. O modelo de casca resultou em menor concentração de tensões e fatores 
de intensidade de tensões significativamente maiores. 
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5 
MODELAÇÃO DO 
COMPORTAMENTO À FADIGA DE 
LIGAÇÕES REBITADAS COM 
MÚLTIPLOS REBITES 
 
 
5.1. INTRODUÇÃO 
No presente capítulo apresenta-se um caso específico de modelação do comportamento à fadiga de 
uma ligação rebitada com múltiplos rebites, recorrendo a um conceito de “Multi-Site-Damage”. O 
conceito de “Multi-Site-Damage” significa que ao mesmo tempo existem zonas distintas da ligação 
que estão a desenvolver dano de fadiga e que se podem encontrar em estágios distintos de evolução. 
Isto é muito provável acontecer em ligações com múltiplos rebites, e este desenvolvimento simultâneo 
de dano produz interacções entre as várias regiões de dano. Considerando um modelo de dano de 
fadiga composto por uma fase de iniciação e uma fase de propagação de fendas, em algumas zonas da 
ligação ainda pode estar a processar-se a iniciação de fendas e noutras zonas já pode haver fendas em 
crescimento e com comprimentos distintos. Usando um modelo de elementos finitos para prever este 
comportamento e optando-se por uma malha de elementos regulares e fixa, o crescimento das fendas 
terá de ser considerado discreto, ao contrário da realidade que tem uma evolução contínua.  
Assim, neste capítulo é proposto um procedimento automático para simulação do dano de fadiga em 
ligações rebitadas, recorrendo a uma malha de elementos finitos regular fixa. A utilização de uma 
malha regular fixa não exige processos de remalhagem, tornando o procedimento de cálculo mais 
rápido. A abordagem proposta é aplicada no cálculo da previsão à fadiga duma ligação rebitada com 
múltiplos rebites, neste caso concreto usando informação experimental relativa ao material da ponte 
metálica ferroviária de Trezói. [66] 
Na simulação do comportamento à fadiga da ligação assumiu-se um caminho pré-definido para a 
propagação das fendas. Apesar disso, o código desenvolvido em linguagem APDL, permite o avanço 
automático das fendas segundo critérios da Mecânica da Fratura Linear Elástica e Fadiga.  
Apresenta-se na Figura 5.1 um exemplo de uma rotura por fadiga numa ligação rebitada onde o 
conceito de “Multi-Site-Damage” está presente. Neste caso, iniciaram-se duas fendas, em cada lado de 
um furo rebitado, e propagaram extensões distintas até se observar a rotura final. Neste caso, a fenda 
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propagou-se segundo um caminho bem conhecido e só se desviou aquando da propagação instável 
(rotura) final.  
 
Figura 5.1 – Ligação rebitada com fendas múltiplas. [67] 
 
5.2. GEOMETRIA DO DETALHE MODELADO 
Na Figura 5.2 apresenta-se a geometria da ligação rebitada modelada neste capítulo. Trata-se de uma 
ligação com 16 rebites, mas assumindo 3 planos de simetria (CD, AC e plano que divide placa central 
por metade da espessura), apenas se modela 1/8 da ligação. Na ligação rebitada considerada, e tendo 
em conta que são os rebites junto ao bordo da placa (rebites 1 e 2) os mais solicitados, consideraram-
se 4 zonas de potencial dano de fadiga, assinaladas na figura. Assume-se que as eventuais fendas se 
propagam num plano perpendicular à solicitação (configurações a), b), c) e d)), podendo coexistir 
múltiplas fendas. 
 
 
Figura 5.2 – Geometria da ligação modelada. 
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5.3. MATERIAL 
5.3.1 DESCRIÇÃO DA PONTE DE TREZÓI 
O material considerado no modelo proposto foi o aço da ponte de Trezói. Trata-se de um aço carbono 
com características similares aos aços de construção modernos. Este material foi objecto de 
caracterização laboratorial em tese anterior [66]. 
A ponte de Trezói actual foi construída em 1956, para substituir a ponte Ferroviária de Trezói, 
pertencente à Linha da Beira Alta, construída em 1881 com projeto de 1879 original da Eiffel et Cie, 
empresa de Gustave Eiffel. A ponte original era constituída por vigas de rótula em cruz de Stº André, 
de via única, recta com 126.5 m, de tabuleiro intermédio, três tramos contínuos de 38.5 m, 49 m e 38.5 
m. 
 
 
Figura 5.3  – Antiga e nova ponte de Trezói [68]. 
 
A ponte existente atualmente (substituiu a original de Gustave Eiffel), inaugurada em 20 de Agosto de 
1956, foi concebida e construída pela empresa alemã Fried Krupp, constituída por um tabuleiro 
formado construída com três tramos contínuos, com vãos teóricos de 39 m, 48 m e 39 m, totalizando 
um comprimento de 126 metros e apresenta uma largura constante de 4.40 m ao longo da sua 
extensão. A Figura 5.4 apresenta uma vista global da ponte de Trezói atual. 
Nas secções que se seguem apresentam-se os resultados experimentais necessários à modelação do 
comportamento à fadiga da ligação rebitada, em particular dados de resistência à fadiga deformação-
vida e taxas de propagação de fendas de fadiga. 
 
 
Figura 5.4  – Ponte ferroviária de Trezói [66]. 
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5.3.2. AVALIAÇÃO DA RESISTÊNCIA À FADIGA DO MATERIAL DA PONTE DE TREZÓI - RELAÇÃO 
DEFORMAÇÃO/VIDA 
A caracterização do comportamento elastoplástico cíclico e consequente avaliação da resistência à 
fadiga do material do contraventamento transversal extraído da Ponte de Trezói é apresentado estudo 
neste subcapítulo [61]. São apresentadas relações formuladas no domínio das deformações, tirando 
assim partido dos resultados dos ensaios realizados em controlo de deformação. 
As relações do tipo deformação-vida adotadas contabilizam, separadamente, os efeitos das 
deformações elásticas e plásticas através das relações de Basquin e Coffin-Manson [15,16], 
respetivamente. Da combinação destas relações resulta a relação geral seguinte: 
 
( ) ( )cf'fbf
'
fPE N2N2
E222
ε
σε∆ε∆ε∆
+=+=
   (5.1) 
 
onde ’f e b são o coeficiente e expoente de resistência à fadiga cíclicos, ’f e c são o coeficiente e 
expoente de ductilidade à fadiga cíclicos, E é o módulo de Young, /2, E/2 e P/2 são as 
amplitudes de deformação total, elástica e plástica, respetivamente. 
A relação (5.1) foi ajustada aos resultados experimentais, resultantes de ensaios realizados em 
provetes lisos testados em controlo de deformação. Na Figura 5.5 representa-se graficamente as 
relações deformação-vida, obtidas para material de um contraventamento transversal extraído da Ponte 
de Trezói, com razões de deformação, R = -1, realizados em [66]. 
 
 
Figura 5.5  – Representação das relações deformação-vida para o material do contraventamento extraído da 
Ponte de Trezói, solicitado em controlo de deformação com R = -1 [66]. 
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A Tabela 5.1 resume as principais constantes derivadas da curva deformação-vida obtidas através dos 
ensaios em controlo de deformação. 
 
Tabela 5.1 – Constantes da curva deformação-vida para o material do contraventamento extraído da Ponte de 
Trezói, solicitado em controlo de deformação com R = -1. 
 
 
5.3.3 DETERMINAÇÃO DE TAXAS DE PROPAGAÇÃO DE FENDAS DE FADIGA 
O resultado principal dos ensaios de propagação de fendas, documentado nesta secção, corresponde às 
taxas de propagação de fendas de fadiga em função da gama do fator de intensidade de tensões. Estas 
taxas de propagação foram determinadas recorrendo ao método polinomial incremental, tal como vem 
referido na norma ASTM E647-99 [41]. Este método baseia-se no ajuste de polinómios de 2º grau a 
conjuntos sucessivos de pontos experimentais, que definem o comprimento de fenda em função da 
gama do fator de intensidade de tensões. A taxa de propagação de fendas de fadiga resulta da derivada 
destes polinómios de 2º grau, em ordem à gama do fator de intensidade de tensões. 
De seguida apresenta-se um conjunto de gráficos que mostram a evolução da taxa de propagação de 
fendas de fadiga, em função da gama do fator de intensidade de tensões, para o material extraído da 
Ponte de Trezói, para as várias razões de tensões, obtidos por [66]. A taxa de propagação de fendas de 
fadiga vem expressa em mm/ciclo e a gama do fator de intensidade de tensões vem expressa em 
N.mm-1.5. 
Na Figura 5.6 representam-se todas as curvas relativas às taxas de propagação determinadas 
experimentalmente no presente estudo, para as razões de tensões R =0.0, R=0.25 e R=0.5. Na Figura 
5.7 representam-se a comparação entre as correlações das taxas de propagação de fendas de fadiga 
obtidas para as mesmas razões de tensões. 
De um modo geral, a variação dos valores experimentais das taxas de propagação de fendas, com a 
gama do fator de intensidade de tensões, revela ser do tipo linear, numa representação bilogarítmica. 
Isto indicia que os domínios relativos ao limiar de propagação e propagação instável de fendas de 
fadiga não foram abrangidos pelos testes. Deste modo, das leis de propagação de fendas de fadiga 
existentes na literatura, a mais adequada ao domínio dos resultados experimentais é a lei de Paris 
' f / E  [-]
0.00307
Coeficiente de resistência à fadiga 
ciclico, ' f   [MPa]
Expoente de resistência à fadiga 
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[37,38]. Esta lei adequa-se à descrição das taxas de propagação no regime onde se verifica a 
propagação estável que é caracterizada por uma relação aproximadamente linear entre da/dN e ∆K, 
excluindo os domínios extremos, relativos ao limiar de propagação e propagação instável. Esta lei tem 
a forma geral seguinte: 
 
mKC
dN
da ∆=
   
(5.2) 
 
onde C e m são constantes, ∆K é a gama do fator de intensidade de tensões e da/dN é a taxa de 
propagação de fendas. 
 
 
Figura 5.6 – Comparação entre as taxas de propagação de fendas de fadiga obtidas para as razões de tensão 
R=0.0, R=0.25 e R=0.5 e respectiva curva S-N média [66]. 
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Figura 5.7 – Comparação entre as correlações das taxas de propagação de fendas de fadiga obtidas para as 
razões de tensões R=0.0, R=0.25 e R=0.5 [66]. 
 
5.4. MODELO DE PREVISÃO DA VIDA À FADIGA DA LIGAÇÃO REBITADA 
O objetivo deste capítulo é apresentar resultados de previsão da vida à fadiga de uma ligação rebitada 
com múltiplos rebites, obtidos recorrendo a um código desenvolvido em linguagem APDL, para 
simular o avanço automático de fendas múltiplas, segundo critérios da Mecânica da Fratura Linear 
Elástica e da Fadiga. O código será aplicado a um caso concreto de uma ligação rebitada com fendas 
múltiplas a emanar dos furos dos rebites. 
Considerou-se que a vida total à fadiga das ligações rebitadas é estimada considerando um período de 
iniciação e um período de propagação de fendas de fadiga. O número total de ciclos, Nf, é determinado 
somando o número de ciclos despendido no período de iniciação, Ni, com o número de ciclos 
decorridos durante o período de propagação, Np: 
pif NNN +=
              (5.3) 
Neste estudo foi utilizado como critério de iniciação de fendas, uma fenda de 0.5mm de extensão 
conforme ao modelo de elementos finitos. Também se considerou, como hipótese de base, que as 
fendas se propagam com profundidade constante. 
 
5.4.1 MODELAÇÃO DO PROCESSO DE INICIAÇÃO DE FENDAS 
O modelo de previsão da fase de iniciação de fendas de fadiga, adotado neste estudo, pressupõe uma 
análise em duas etapas distintas: a primeira consiste na análise elastoplástica local com vista à 
determinação das tensões e deformações locais totais nos pontos críticos da ligação; a segunda envolve 
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a comparação dos valores locais das tensões e deformações com as curvas de resistência à fadiga do 
material, resultando desta comparação o número de ciclos necessário para iniciar uma fenda de fadiga. 
A relação de Coffin [15] e Manson [16], apresentada na Equação (5.1), foi adotada na previsão da fase 
de iniciação de fendas de fadiga. 
A análise elastoplástica local pode ser executada usando a regra de Neuber [19,21] e a curva cíclica do 
material, na forma da relação de Ramberg-Osgood [14], resultando o seguinte sistema de equações, 
válidos para carregamentos cíclicos: 
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onde ∆ é a gama de tensão elastoplástica local, ∆nom é a gama de tensão elástica nominal, K’ e n’ são 
o coeficiente e expoente de endurecimento cíclicos, e Kt é o fator elástico de concentração de tensões. 
As tensões necessárias à aplicação da equação (5.4) foram determinadas para a ligação rebitada em 
estudo usando um modelo de elementos finitos sem fendas e assumindo um comportamento elástico 
dos materiais. Com este tipo de modelo é possível estimar o fator elástico de concentração de tensões. 
As propriedades cíclicas do material, necessárias à aplicação das equações (5.4) também foram 
extraídas da referência [66]. 
 
5.4.2 MODELAÇÃO DA PROPAGAÇÃO DE FENDAS 
De um modo geral, as leis de propagação relacionam diretamente a gama do fator de intensidade de 
tensões, ∆K, com a taxa de crescimento da fenda, da/dN. Na presente análise foi adotada a lei de Paris, 
Equação (5.2). No Anexo I apresenta-se o procedimento para integração da lei de Paris, conhecidos os 
valores do factor de intensidade de tensões no início e fim de um incremento de fenda, e assumindo 
uma evolução linear do fator de intensidade de tensões durante esse incremento de fenda. 
A história dos factores de intensidade de tensões foi avaliada recorrendo ao método dos elementos 
finitos, usando a técnica modificada do fecho de fenda virtual. São gerados modelos de elementos 
finitos com fendas, os quais possibilitam a obtenção das forças e deslocamentos nodais na extremidade 
da fenda, com os quais se determinam as taxas de libertação de energia e consequentemente os 
factores de intensidade de tensões. Os resultados dos factores de intensidade de tensões usados 
conjuntamente com os dados de propagação de fendas do material, são usados na avalização da fase de 
propagação de fendas.  
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5.5. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS BASE DA LIGAÇÃO 
Com vista à avaliação da vida à fadiga da ligação rebitada em estudo, foi construído um modelo de 
elementos finitos 3D usando o código comercial ANSYS [3, 46]. Foram adoptados elementos finitos 
sólidos e de contato na construção do modelo. Foi construído um modelo paramétrico em linguagem 
APDL, considerando-se 6 sólidos, nomeadamente, duas placas e quatro rebites. Estes sólidos foram 
modelados usando elementos isoparamétricos hexaédricos de 20 nós (SOLID95). O contacto entre o 
rebite e as placas foi modelado aplicando a tecnologia de elementos de contacto disponível no 
ANSYS®, usando a opção superfície-superfície. Em particular, os elementos CONTA174 e 
TARGE170 foram usados para modelar respetivamente, as superfícies de contacto e alvo, formando os 
pares de contacto. Ambas as superfícies de contacto foram consideradas flexíveis. 
Uma vez que a ligação admite 3 planos de simetria, apenas 1/8 da ligação foi modelada. Os 
deslocamentos dos nós localizados nos planos de simetria, foram impedidos na direção normal a estes. 
O modelo foi construído usando 9 pares de contacto, nomeadamente, 4 entre as cabeças dos rebites e 
as superfícies laterais das placas, 4 entre o corpo cilíndrico do rebite e as superfícies dos furos das 
placas, e 1 par de contacto entre as duas placas. O modelo foi construído de acordo com as dimensões 
da Figura 5.2. Na Figura 5.8 ilustra-se a malha de elementos finitos da ligação. 
Ambas as placas de aço e o rebite foram modelados como materiais isotrópicos e elásticos. Foi 
assumido um módulo de Young (E) de 210 GPa e um coeficiente de Poisson () igual a 0.27, valores 
típicos do aço. 
Uma vez que os materiais foram considerados lineares elásticos, o modelo apenas é capaz de simular o 
comportamento elástico da ligação. Este modelo é utilizado para avaliar o fator elástico de 
concentração de tensões, assim como os factores de intensidade de tensões, parâmetros da Mecânica 
da Fratura Linear Elástica. Apesar de se considerar o comportamento elástico dos materiais, o 
problema global é não linear motivado pelo contacto. 
 
 
Figura 5.8 – Modelo de elementos finitos da ligação rebitada com múltiplos rebites, usando elementos finitos 
sólidos (1/8 da geometria). 
 
O modelo de contacto é governado por um número importante de parâmetros tais como, o algoritmo 
de contacto, o modelo de atrito, rigidez normal e tangencial de contacto, penetração máxima, etc. Cada 
par de contacto exige a definição da superfície de contacto e alvo, que terão de ser discretizadas com 
os elementos CONTA174 e TARGE170, respetivamente. Para além dos parâmetros do modelo de 
contacto, existem parâmetros geométricos, tais como a folga entre o rebite e os furos, que podem ter 
uma influência no comportamento da ligação. As simulações foram realizadas usando o algoritmo de 
MODELAÇÃO DO COMPORTAMENTO À FADIGA DE LIGAÇÕES REBITADAS COM MÚLTIPLOS REBITES 
  
 
64 
contacto Augmented Lagrange disponível no ANSYS [3]. Todas as simulações foram levadas a cabo 
usando o modelo de atrito de Coulomb, sendo possível varia o valor do coeficiente de atrito distinto. 
Para todos os restantes parâmetros de contacto, foram adoptados os valores sugeridos por defeito pelo 
ANSYS [3]. 
O uso de elementos de contacto possibilitou a simulação de efeitos locais, como o efeito combinado 
do atrito e tensões de pré-esforço nos rebites. A imposição do pré-esforço nos rebites foi conseguida 
através da aplicação de variações de temperatura, ∆T’s, aos rebites, assumindo-se propriedades de 
expansão térmica ortotrópicas, tais como, um coeficiente de expansão térmica, Z, igual a 1x10-5 (na 
direcção do eixo do rebite), e coeficientes nulos no plano perpendicular ao eixo dos rebites. Variando a 
temperatura final, Tfinal, e a temperatura de referência, Tref conseguem-se simular vários valores de pré-
esforço. 
As simulações foram executadas considerando uma folga nula entre os rebites e os furos, situação esta 
típica nas ligações rebitadas.  
O fator elástico de concentração de tensões, Kt, necessário à aplicação das equações (5.4) foi 
determinado recorrendo à expressão seguinte: 
 
F
t)dW(
K máx,yt
−
=
σ
   
(5.5) 
 
onde: W é a largura das chapas da ligação, d diâmetro do rebite, t é a espessura da chapa central, F é a 
carga aplicada e y,máx é a tensão máxima na direção da solicitação, observada na superfície dos furos 
dos rebites. O modelo foi usado para calcular os fatores de concentração de tensões e fatores de 
intensidade de tensões nas localizações definidas na Figura 5.2 (configurações a) a d). 
 
5.6. PREVISÃO AUTOMÁTICA DA VIDA À FADIGA DE UMA LIGAÇÃO REBITADA COM MÚLTIPLOS 
REBITES 
Foi desenvolvido código em linguagem APDL que permite a construção de modelos de elementos 
finitos com a mesma malha de base, mas com fendas de distintos comprimentos em cada um dos 4 
pontos críticos considerados na ligação rebitada. O código permite gerar automaticamente modelos de 
elementos finitos com fendas distintas ou mesmo sem fendas, nas localizações críticas, e calcular os 
factores de intensidade de tensões ou factores de intensidade de tensões. No entanto, como a malha de 
base é a mesma em todo o processo de propagação, as fendas de fadiga apenas podem ter incrementos 
discretos, múltiplos das dimensões dos elementos finitos. Na Figura 5.9 ilustra-se a malha de 
elementos finitos na placa central, e no entorno de um furo de um rebite. Constata-se uma malha 
refinada, com dimensão radial constante e igual a 0.5 mm. A dimensão da zona de malha radial é de 
20 mm, logo apresenta 40 elementos radiais. 
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Figura 5.9 – Aspecto da malha de elementos finitos da placa central, em torno de um rebite.  
 
O código desenvolvido tem um corpo principal que faz a gestão dos processos e dá a ordem de 
execução de códigos complementares (ver Anexo II). Este código lê os ficheiros de dados, manda 
executar as análises de elementos finitos e administra a progressão do dano – propagação de fendas. 
Na Tabela 5.2 resumem-se os códigos APDL desenvolvidos. O código principal (MAIN) lê todos os 
parâmetros da simulação contidos no ficheiro “properties”. Neste ficheiro são indicadas as 
propriedades dos materiais, parâmetro de atrito, variações de temperatura que permite ajustar o valor 
do pré-esforço e carga aplicada. Na Figura 5.10 ilustra-se um ficheiro de input do código. No início de 
uma simulação, o código executa uma análise da ligação sem fendas (“SIMUL_0). Desta análise 
resultam os factores elásticos de concentração de tensões, os quais são usados no código “NI” para 
calcular o número de ciclos de iniciação de fendas. O código assume, logo de início, um incremento de 
fenda de 0.5 mm em cada ponto crítico da ligação. Este dano representa um número de ciclos distinto 
em cada localização. O código principal irá procurar nivelar este número de ciclos, gerindo os 
incrementos de fenda futuros, em cada localização de dano. Os futuros incrementos de fenda serão 
sempre realizados procurando nivelar o número de ciclos em cada extremidade de fenda, de forma a 
garantir a consistência física do modelo. O código “SIMUL_GERAL” é usado para construir modelos 
de elementos finitos da ligação rebitada com fendas distintas em cada localização crítica. O código 
“POS_PROC_GERAL” é usado para calcular os factores de intensidade de tensões em cada fenda e os 
pré-esforços nos rebites. A Tabela 5.2 também resume os “outputs” do programa de cálculo. Em 
particular, são gerados ficheiros com as histórias de ciclos em cada localização de dano 
(“CICLOS.DAT”), com os comprimentos de fendas (“FENDAS.DAT”), com os incrementos de 
fendas (“INCREMENTOS.DAT”), histórias de factores de intensidade de tensões (“KS.DAT”), pré-
esforços nos rebites e tensões aplicadas (“TENSÕES.DAT”). O ficheiro “NUM_SIMUL.DAT” regista 
o número de iterações realizadas no processo de simulação. O processo de simulação termina assim 
que o fator de intensidade de tensões máximo na extremidade de uma fenda atinge o valor crítico do 
material. 
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Tabela 5.2 – Descrição dos ficheiros de entrada, códigos APDL, e ficheiros de resultados resultantes da 
simulação do comportamento à fadiga da ligação rebitada. 
Ficheiros necessários para uma análise: 
MAIN.TXT: Ficheiro principal com código APDL, o qual contém a rotina base e chama as sub-rotinas. 
Inclui também o cálculo dos incrementos de fendas e ciclos actualizados. 
PROPERTIES.DAT: Parâmetros e propriedades de entrada. 
NI.TXT: Cálculo do número de ciclos de iniciação em cada fenda. 
SIMUL_0.TXT: Modelo de elementos finitos sem fendas. 
SIMUL_GERAL.TXT: Modelo de elementos finitos com fendas. 
POS_PROC_GERAL.TXT: Cálculo dos pré-esforços nos rebites, tensão nominal, remota e factores 
de intensidade de tensões. 
Ficheiros de resultados: 
CICLOS.DAT: História dos ciclos de carga em cada extremidade de fenda. 
FENDAS.DAT: Comprimento total de cada fenda. 
INCREMENTOS.DAT: História dos incrementos de fenda. 
KS.DAT: História dos factores de concentração e intensidade de tensões. 
TENSÕES.DAT: História dos pré-esforços nos rebites e tensões aplicadas remotas e nominal. 
NUM_SIMUL.DAT: Ficheiro que guarda o número de incrementos realizados - quando o Kmax. 
alcançar o valor crítico do material para a simulação e escreve-se neste ficheiro a palavra rotura. 
 
O código principal, após a análise da estrutura sem fendas, funciona em ciclo. Inicialmente lê o 
número da simulação actual, no ficheiro “num_simul.dat”. É necessária também a leitura dos 
parâmetros e propriedades do material no ficheiro “properties.dat”. Também é necessário ler os 
comprimentos de fenda atuais e calcular os incrementos a introduzir de modo a fazer progredir o dano 
e ao mesmo tempo procurar garantir a consistência física do problema, através do equilíbrio do 
número total de ciclos em cada localização de dano. O incremento das fendas faz-se em múltiplos de 
0.5 mm. Se o incremento de fenda calculado for inferior a 0.25 mm, então o incremento da fenda é 
adiado para as iterações seguintes; se o incremento calculado for maior ou igual a 0.25 mm, então 
procede-se a um incremento de fenda de 0.5 mm. Este processo de incrementação discreta de fenda 
produz um desequilíbrio no número de ciclos em cada localização de dano que irá ser regulado ao 
longo do processo de propagação. Ou seja, uma fenda que não seja incrementada numa determinada 
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iteração fica com o respectivo número de ciclos congelado. Na iteração seguinte, o número de ciclos 
desta fenda será comparado com a fenda com maior número de ciclos e desta comparação resulta num 
crédito de ciclos que deverá ser usado para fazer avançar a fenda que tinha ficada congelada na 
iteração anterior. Na Figura 5.10 ilustra-se um fluxograma do procedimento de cálculo automático 
desenvolvido para simulação da progressão do dano de fadiga. 
 
Figura 5.10 – Procedimento de cálculo automático desenvolvido para simulação da 
progressão do dano de fadiga, desenvolvido em linguagem APDL. 
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Na Figura 5.11 ilustra-se um ficheiro de entrada do código desenvolvido, onde se pode observar as 
propriedades do material, coeficiente de atrito, variações de temperatura que geram determinado pré-
esforço e carregamento aplicado. Na Figura 5.12 ilustra-se o conteúdo do ficheiro com os incrementos 
de fenda que foram obtidos com os dados da Figura 5.11. Na Figura 5.13 apresenta-se o respectivo 
ficheiro de resultados com os comprimentos de fenda. Observa-se comprimentos de fendas distintos 
entre as localizações 1 e 2 e as locações 3 e 4. Nas Figuras 5.14 apresenta-se o ficheiro de resultados 
com a história dos factores de intensidade de tensões. Constata-se que o valor máximo alcançado é 
superior à tenacidade do material, levando ao colapso da ligação. Na Figura 5.15 apresenta-se a 
história do número de ciclos em cada zona de dano. Consta-se um razoável equilíbrio do número de 
ciclos na faze final do processo de simulação. O número de ciclos de rotura é determinado nestes casos 
fazendo a média dos valores do número de ciclos nas quatro localizações críticas. Na Figura 5.16 
apresenta-se a evolução da história das tensões de pré-esforço nos rebites assim como as tensões 
remotas e nominais, estas últimas são constantes ao longo de todo o processo de simulação. Na Figura 
5.17 ilustra-se a distribuição de tensões na direcção da solicitação para três instantes diferentes do 
processo de propagação, em particular para a ligação sem fendas, para um instante intermédio e para o 
instante correspondente à rotura. A fenda cresceu mais rapidamente no rebite superior representado na 
figura. Este rebite é o que está mais próximo dos bordos livres (topo e bordo lateral) das placas de 
sobreposição. O rebite inferior, por causa da simetria considerada, está mais afastado do bordo lateral 
da chapa de sobreposição. 
 
Figura 5.11 – Exemplo de ficheiro com os parâmetros e propriedades de entrada. 
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a) b) c) d)    a)  b)  c)  d) 
 
 
Figura 5.12 – Exemplo de ficheiro de resultados com 
os incrementos de fenda. 
Figura 5.13 – Exemplo de ficheiro de resultados com os 
comprimentos de fenda. 
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a)      b)              c)         d)                    a)            b)              c)                 d) 
 
 
Figura 5.14 – Exemplo de ficheiro de 
resultados com os factores de intensidade de 
tensões (primeira linha corresponde aos 
factores de intensidade de tensões). 
Figura 5.15 – Exemplo de ficheiro de resultados com o 
número de ciclos de iniciação e propagação em cada fenda. 
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 a)              b)               c)              d) 
 
Figura 5.16 – Ficheiro de resultados com tensões de pré-esforço nos rebites, tensões remotas e nominais 
aplicadas. 
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Figura 5.17 – Ilustração da distribuição de tensões na direcção da solicitação para três instantes diferentes do 
processo de propagação: sem fenda (superior); instante intermédio (meio); momento da rotura (inferior). 
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5.7. PREVISÃO DA VIDA À FADIGA DA LIGAÇÃO REBITADA COM MÚLTIPLOS REBITES 
Na Tabela 5.3 apresentam-se os resultados de algumas simulações realizadas com o modelo proposto. 
Foram simulados diferentes valores de tensão remota e também foram testados valores distintos de 
pré-esforço. Constata-se que o aumento do pré-esforço conduz a uma redução da vida à fadiga. Na 
Figura 5.18 apresenta-se a previsão da vida à fadiga da ligação rebitada na forma de curva S-N, para 
um coeficiente de atrito igual a 0.3, um pré-esforço entre 16 e 19 MPa e R=0. Verifica-se que os 
resultados apresentados têm uma relação aproximadamente linear, na representação bilogarítmica. 
Usando estes resultados, foi proposta uma extrapolação linear para outros valores de vidas mais 
elevados. O mesmo gráfico apresenta a curva S-N do Eurocódigo 3, classe 71, normalmente usada 
para ligações rebitadas. A curva S-N proposta apresenta um declive superior (m=5) ao proposto no 
Eurocódigo 3 (m=3). O declive obtido neste estudo é consistente com sugestões mais recentes 
realizadas por Taras e Greiner [72], que recomendam o uso de uma curva S-N com m=5 e ∆σ=90 MPa 
@ 2×106 ciclos. A curva S-N obtida com o modelo proposto apresenta uma resistência à fadiga de 85 
MPa para 2×106 ciclos, situando-se esta resistência entre os valores preconizados no EC3 e propostos 
por Taras e Greiner, sendo no entanto mais próxima dos resultados de Taras e Greiner. 
 
Tabela 5.3 – Resultados das simulações realizada para diferentes valores de pré-esforço, coeficiente de atrito e 
solicitação. 
Gama de tensão 
remota, 
∆σrem [MPa] 
Gama de tensão 
nominal, 
∆σ [MPa] 
Coef. 
Atrito R
 
Pré-esforço 
[MPa]
 
Nf 
135 175.1 0.3 0 16 55 980 
170 220.4 0.3 0 17 17 102 
200 259.4 0.3 0 19 7 774 
135 175.6 0.3 0 46 62 601 
200 259.4 0.3 0 36 7 993 
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Figura 5.18 – Previsão da vida à fadiga para a ligação rebitada com R = 0.0 e  = 0.3. 
 
5.8. CONCLUSÕES 
No presente capítulo apresentou-se um procedimento automático para previsão do comportamento à 
fadiga de ligações rebitadas, usando um conceito de “Multi-Site-Damage”. O procedimento proposto 
prevê a vida à fadiga, baseado na modelação distinta das fases de iniciação e propagação de fendas de 
fadiga, e é suportado por modelos de elementos finitos que permitem o cálculo da história dos factores 
de intensidade de tensões e factores de concentração de tensões. A malha de elementos finitos da 
ligação foi sempre a mesma, não requerendo assim processos de remalhagem complexos. Foi 
necessário adoptar um procedimento de equilibragem do número de ciclos, em cada ponto crítico da 
ligação, pois a propagação das fendas foi realizada de forma discreta e segundo múltiplos da dimensão 
da malha. 
A comparação dos resultados obtidos com as curvas de projecto de referência para as ligações 
rebitadas, previstas no EC3, mostraram alguma inconsistência entre os declives das curvas e também 
na própria resistência à fadiga, para 2e6 ciclos. No entanto, a comparação com propostas mais recentes 
de curvas S-N para ligações rebitadas mostraram uma concordância extremamente significativa. O 
declive da curva S-N proposta neste estudo é idêntico ao declive proposto na literatura para as ligações 
rebitadas [72]. A resistência à fadiga é apenas ligeiramente inferior à proposta na literatura. Importa 
referir que a comparação realizada baseou-se em simulações com um valor muito reduzido do pré-
esforço. Se se considerar valores elevados de pré-esforço, resultaria em curvas S-N mais 
conservadoras do que as propostas na literatura para curvas de projecto. 
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6 
CONCLUSÕES E TRABALHOS 
FUTUROS 
 
 
6.1. CONCLUSÕES 
O trabalho desenvolvido no âmbito desta dissertação teve como principal objectivo, o 
desenvolvimento de procedimentos de modelação do comportamento à fadiga e utilização de 
ferramentas para análise de danos de fadiga em detalhes estruturais rebitados, típicos de pontes 
metálicas antigas. 
 
As principais conclusões deste trabalho são: 
- Os modelos de elementos finitos 3D, construídos com elementos de contacto, são capazes de 
contabilizar convenientemente os efeitos locais do rebite, em particular os efeitos combinados de atrito 
e pré-esforço. 
- O aumento do pré-esforço e atrito tem como consequência a redução da concentração de tensões nos 
furos dos rebites, localizações preferenciais para a iniciação de fendas de fadiga. Demonstrou-se, 
numericamente o efeito benéfico na resistência à fadiga do pré-esforço nos rebites. 
- Nas ligações rebitadas com múltiplos rebites, os rebites mais solicitados são os que se encontram na 
periferia da matriz de rebites, junto aos bordos/lados das placas. 
- A utilização de elementos de casca para modelar as chapas das ligações rebitadas conduz a variações 
significativas dos resultados, em termos de concentração de tensões e factores de intensidade de 
tensões. Os modelos de cascas resultaram em menores concentrações de tensões e fatores de 
intensidade de tensões significativamente maiores. Apesar de não ter havido uma validação 
experimental destes valores, depreende-se que os modelos de casca são menos aproximados à 
realidade. Tendo em conta que os rebites continuam a ser simulados com elementos sólidos, a 
utilização dos modelos de casca acaba por ser pouco atractiva, pois o custo computacional continua a 
ser significativo. 
- O procedimento de cálculo automático proposto possibilita a previsão da vida total à fadiga de 
ligações rebitadas com múltiplos pontos críticos (“Multi-Site-Damage”), procurando minimizar o 
custo de cálculo e dificuldades inerentes a um processo de remalhagem sucessiva. Cada localização 
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crítica pode apresentar um dano correspondente a um número de ciclos distinto, no entanto, o código 
desenvolvido procura nivelar esses números de ciclos, de modo a garantir a admissibilidade física do 
problema. 
- A comparação da curva de resistência à fadiga gerada com o procedimento automático revelou um 
declive (m=5) distinto do sugerido pelo EC3 (m=3). No entanto, esta aparente inconsistência do 
modelo, terá de ser atribuída ao EC3, pois estudo recentes que tiveram em conta uma base de 
resultados experimentais importante, recomendam uma curva S-N para ligações rebitadas com m=5. 
Também a resistência à fadiga obtida para 2e6 ciclos, (=85 MPa) mostra ser mais próxima da proposta 
na literatura para ligações rebitadas (=90MPa).  
 
- Os modelos sólidos, apesar das suas potencialidades, apresentam um grande inconveniente, que tem 
a ver com o elevado custo computacional associado. A sua integração na análise de ligações rebitadas 
de estruturas rebitadas reais, deverá de ser realizada usando técnicas de transferência de condições de 
fronteira de um modelo de elementos finitos global da estrutura, para o modelo local sólido da ligação 
rebitada – técnicas de submodelação. 
 
6.2. TRABALHOS FUTUROS 
Como trabalhos futuros, sugerem-se as seguintes atividades: 
- Fazer um estudo paramétrico mais completo, usando o modelo/procedimento desenvolvido, e 
variando o atrito, pré-esforço e níveis de tensão segundo gamas de variação mais alargadas; 
- Validar o modelo com resultados experimentais, para ligações com múltiplos rebites, em alternativa 
à validação realizada neste estudo com curvas S-N de projecto propostas na literatura. 
- Preparar o modelo para ser generalizado a outras configurações de ligações rebitadas. 
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ANEXO I - INTEGRAÇÃO DA LEI DE PARIS 
Neste Apêndice apresenta-se o procedimento de integração da lei de Paris adoptado no modelo 
numérico de simulação do processo de iniciação e propagação de fendas múltiplas. Assume-se que a 
gama do fator de intensidade tensões tem uma evolução linear em cada incremente de fenda (ver 
Figura A1.1). 
 
FIGURA A1.1 – EVOLUÇÃO LINEAR DO FATOR DE INTENSIDADE DE TENSÕES. 
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ANEXO II – CÓDIGO APDL DO FICHEIRO PRINCIPAL 
Neste anexo apresenta-se o código principal do programa desenvolvido para simulação da propagação 
automática de fendas múltiplas a partir de rebites. Este código foi desenvolvido em linguagem APDL 
utilizada pelo ANSYS®. Este código principal vai chamar várias rotinas que não são apresentadas por 
razões de contenção de espaço. Os códigos auxiliares serão fornecidos no CD-ROM anexo à 
dissertação. 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!CODIGO MAIN!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!ficheiros necessários para uma análise: 
!    códigos APDL: main.txt; ni.txt; pos_proc_geral.txt; simul_0.txt; simul_geral.txt 
!    parametros e propriedades de input: properties.dat 
! 
!ficheiros de resultados: 
! 
!CICLOS.DAT : ciclos em cada extremidade de fenda 
!FENDAS.DAT : comprimento total de cada fenda 
!INCREMENTOS.DAR : história dos incrementos de fenda 
!KS.DAT : história dos factores de concentração e intensidade de tensões 
!TENSOES.DAT : história dos pré-esforços nos rebites e tensões aplicadas remotas e nominal 
!num_simul.DAT : ficheiro que guarda o numero de incrementos realizados - quando o Kmax alcançar 
o valor crítico do material para a simulação e escreve-se neste ficheiro a palavra rotura 
 
!*go,:flag  !saltar a análise sem fendas 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, tensoes, ARRAY,17                !!!!!!!!!!! 
*VREAD,tensoes(1),properties,DAT       !!!!!!!!!!! 
(E13.6)                                !!!!!!!!!!! 
Ds_rem=tensoes(17)               !!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!calcular os Kt's nas quatro localizaçoes dos furos mais criticas!! 
/INPUT,'simul_0','txt'           !!!!!!!!!!!!!!!!! 
!calcular o número de ciclos de iniciação         !!!!!!!!!!!!!!!!! 
/INPUT,'Ni','txt'                                 !!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!CRIA O FICHEIRO NUM_SIMUL.DAT PARA GUARDAR O NUMERO DAs SIMUALAÇões 
REALIZADAS!! 
SIMULACAO=1.                                                   !!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/OUT,num_simul,DAT               
!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
*VWRITE,SIMULACAO              
!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
(F3.0)                                                         !!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/OUT                                                           !!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
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!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
:flag                 !!!!!!!!!!! 
finish                !!!!!!!!!!! 
/clear                !!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!LER O NUMERO DA SIMULACAO ACTUAL    !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, SIMUL, ARRAY,1                 !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,SIMUL(1),num_simul,DAT        !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
(F3.0)                               !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!ler as propriedades de propagação do ficheiro de propriedades !!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, props, ARRAY,18                                               !!!!!!!!!!!!!!  
*VREAD,props(1),properties,DAT                                      !!!!!!!!!!!!!! 
(E13.6)                                                             !!!!!!!!!!!!!! 
m_EXP=props(8)                                                      !!!!!!!!!!!!!! 
C_COEF=props(9)                                                     !!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!   ler as TENSOES APLICADAS!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, tensoes, ARRAY,18                                             !!!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,tensoes(1),properties,DAT                                    !!!!!!!!!!!!!! 
(E13.6)                                                             !!!!!!!!!!!!!! 
Ds_rem=tensoes(17)                                                  !!!!!!!!!!!!!! 
Ds_nom=tensoes(18)                                            !!!!!!!!!!!!!! 
                                                                    !!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!ler o ficheiro dos comprimentos de fenda E CALCULAR N. INCREMENTOS!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, comp_a, ARRAY,SIMUL(1)                                         !!!!!!!!!!!!! 
*DIM, comp_b, ARRAY,SIMUL(1)                                         !!!!!!!!!!!!! 
*DIM, comp_c, ARRAY,SIMUL(1)                                         !!!!!!!!!!!!! 
*DIM, comp_d, ARRAY,SIMUL(1)                                         !!!!!!!!!!!!! 
                                                                     !!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,comp_a(1),FENDAS,DAT                                          !!!!!!!!!!!!! 
(F5.1)                                                               !!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,comp_b(1),FENDAS,DAT                                          !!!!!!!!!!!!! 
(8X, F5.1)                                                          !!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,comp_c(1),FENDAS,DAT                                          !!!!!!!!!!!!! 
(16X, F5.1)                                                          !!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,comp_d(1),FENDAS,DAT                                          !!!!!!!!!!!!! 
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(24X, F5.1)                                                          !!!!!!!!!!!!! 
                                                                     !!!!!!!!!!!!! 
!CALCULAR OS INCREMENTOS DE FENDA                                    !!!!!!!!!!!!! 
NA1_1=comp_a(SIMUL(1))/0.5                                           !!!!!!!!!!!!! 
NA2_1=comp_b(SIMUL(1))/0.5                                           !!!!!!!!!!!!! 
NA3_1=comp_c(SIMUL(1))/0.5                                           !!!!!!!!!!!!! 
NA4_1=comp_d(SIMUL(1))/0.5                                           !!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!! FAZER A ANÁLISE DA ESTRUTURA COM FENDAS !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!! CALCULAR OS FATORES DE INTENSIDADE DE TENSOES !!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/INPUT,'simul_geral','txt'                                           !!!!!!!!!!!!! 
/INPUT,'pos_proc_geral','txt'                                        !!!!!!!!!!!!! 
 
SAVE, SIMUL_NA_%NA1_1%_NB_%NA2_1%_NC_%NA3_1%_ND_%NA4_1%,db 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!! LER O NUMERO DE CICLOS ASSOCIADO A CADA FENDA !!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!      CALCULAR OS CREDITOS DE CICLOS           !!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, ciclos_a, ARRAY,SIMUL(1)                                        !!!!!!!!!!!! 
*DIM, ciclos_b, ARRAY,SIMUL(1)                                        !!!!!!!!!!!! 
*DIM, ciclos_c, ARRAY,SIMUL(1)                                        !!!!!!!!!!!! 
*DIM, ciclos_d, ARRAY,SIMUL(1)                                        !!!!!!!!!!!! 
                                                                   !!!!!!!!!!!! 
*VREAD,ciclos_a(1),CICLOS,DAT                                         !!!!!!!!!!!! 
(E12.6)                                                               !!!!!!!!!!!! 
*VREAD,ciclos_b(1),CICLOS,DAT                                         !!!!!!!!!!!! 
(15X, E12.6)                                                       !!!!!!!!!!!! 
*VREAD,ciclos_c(1),CICLOS,DAT                                         !!!!!!!!!!!! 
(30X,E12.6)                                                           !!!!!!!!!!!! 
*VREAD,ciclos_d(1),CICLOS,DAT                                         !!!!!!!!!!!! 
(45X,E12.6)                                                           !!!!!!!!!!!! 
                                                                      !!!!!!!!!!!! 
Xa=ciclos_a(SIMUL(1))                                                 !!!!!!!!!!!! 
Xb=ciclos_b(SIMUL(1))                                                 !!!!!!!!!!!! 
Xc=ciclos_c(SIMUL(1))                                                 !!!!!!!!!!!! 
Xd=ciclos_d(SIMUL(1))                                                 !!!!!!!!!!!! 
                                                                      !!!!!!!!!!!! 
X_Max=Xa                                                              !!!!!!!!!!!! 
*IF, Xb,GT,X_Max,THEN                                                 !!!!!!!!!!!! 
 X_Max=Xb                                                          !!!!!!!!!!!! 
*ENDIF                                                                !!!!!!!!!!!! 
*IF, Xc,GT,X_Max,THEN                                                 !!!!!!!!!!!! 
 X_Max=Xc                                                          !!!!!!!!!!!! 
*ENDIF                                                                !!!!!!!!!!!! 
*IF, Xd,GT,X_Max,THEN                                                 !!!!!!!!!!!! 
 X_Max=Xd                                                          !!!!!!!!!!!! 
*ENDIF                                                                !!!!!!!!!!!! 
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                                                                      !!!!!!!!!!!! 
!CALCULAR OS DEBITOS/CREDITOS DE CICLOS                               !!!!!!!!!!!! 
Cred_Deb_Na=X_Max-Xa                                                  !!!!!!!!!!!! 
Cred_Deb_Nb=X_Max-Xb                                                  !!!!!!!!!!!! 
Cred_Deb_Nc=X_Max-Xc                                                  !!!!!!!!!!!! 
Cred_Deb_Nd=X_Max-Xd                                                  !!!!!!!!!!!! 
                                                                      !!!!!!!!!!!! 
                                                                      !!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! AVALIAR OS INCREMENTOS DE CICLOS NECESSÁRIOS PARA INCREMENTAR AS 
FENDAS EM 0.5 mm ! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!verificar SE comprimento da fenda É maior que 0.5 -> usar uma extrapolaçao linear!!! 
!ler os Ks do ficheiro de resultados correspondente ...!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!leitura do ficheiro ks.dat                                            !!!!!!!!!!!!!! 
                                                                       !!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, Delta_KaV, ARRAY,SIMUL(1)+1                                      !!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, Delta_KbV, ARRAY,SIMUL(1)+1                                      !!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, Delta_KcV, ARRAY,SIMUL(1)+1                                      !!!!!!!!!!!!!! 
*DIM, Delta_KdV, ARRAY,SIMUL(1)+1                                      !!!!!!!!!!!!!! 
                                                                       !!!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,Delta_KaV(1),KS,DAT                                             !!!!!!!!!!!!!! 
(F8.3)                                                                 !!!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,Delta_KbV(1),KS,DAT                                             !!!!!!!!!!!!!! 
(11x,F8.3)                                                            !!!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,Delta_KcV(1),KS,DAT                                             !!!!!!!!!!!!!! 
(22x,F8.3)                                                             !!!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,Delta_KdV(1),KS,DAT                                             !!!!!!!!!!!!!! 
(33x,F8.3)                                                             !!!!!!!!!!!!!! 
                                                                       !!!!!!!!!!!!!! 
                                                                       !!!!!!!!!!!!!! 
*if, comp_a(SIMUL(1)), GT, 0.5, THEN   !se a fenda a tiver mais do que um incremento 
 *IF, comp_a(SIMUL(1)),NE,comp_a(SIMUL(1)-1), THEN 
  DeltaN_a=(comp_a(SIMUL(1))-comp_a(SIMUL(1)-1))*(Delta_KaV(simul(1))**(-
m_EXP+1)-Delta_KaV(simul(1)+1)**(-m_EXP+1))/((Delta_KaV(simul(1)+1)-
Delta_KaV(simul(1)))*(m_EXP-1)*C_COEF) 
 *ELSE 
  DeltaN_a=(0.5)/(C_COEF*(Delta_KaV(simul(1)+1))**m_EXP) 
 *ENDIF 
*ELSE 
 DeltaN_a=(0.5)/(C_COEF*(Delta_KaV(simul(1)+1))**m_EXP) 
*ENDIF 
                                                                       !!!!!!!!!!!!!! 
*if, comp_b(SIMUL(1)), GT, 0.5, THEN 
 *IF, comp_b(SIMUL(1)),NE,comp_b(SIMUL(1)-1), THEN 
  DeltaN_b=(comp_b(SIMUL(1))-comp_b(SIMUL(1)-1))*(Delta_KbV(simul(1))**(-
m_EXP+1)-Delta_KbV(simul(1)+1)**(-m_EXP+1))/((Delta_KbV(simul(1)+1)-
Delta_KbV(simul(1)))*(m_EXP-1)*C_COEF) 
 *ELSE 
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  DeltaN_b=(0.5)/(C_COEF*(Delta_KbV(simul(1)+1))**m_EXP) 
 *ENDIF 
*ELSE 
 DeltaN_b=(0.5)/(C_COEF*(Delta_KbV(simul(1)+1))**m_EXP) 
*ENDIF 
                                                                       !!!!!!!!!!!!!! 
*if, comp_c(SIMUL(1)), GT, 0.5, THEN 
 *IF, comp_c(SIMUL(1)),NE,comp_c(SIMUL(1)-1), THEN 
  DeltaN_c=(comp_c(SIMUL(1))-comp_c(SIMUL(1)-1))*(Delta_KcV(simul(1))**(-
m_EXP+1)-Delta_KcV(simul(1)+1)**(-m_EXP+1))/((Delta_KcV(simul(1)+1)-
Delta_KcV(simul(1)))*(m_EXP-1)*C_COEF) 
 *ELSE 
  DeltaN_c=(0.5)/(C_COEF*(Delta_KcV(simul(1)+1))**m_EXP)  
 *ENDIF 
*ELSE 
 DeltaN_c=(0.5)/(C_COEF*(Delta_KcV(simul(1)+1))**m_EXP) 
*ENDIF 
                                                                       !!!!!!!!!!!!!! 
*if, comp_d(SIMUL(1)), GT, 0.5, THEN 
 *IF, comp_d(SIMUL(1)),NE,comp_d(SIMUL(1)-1), THEN 
  DeltaN_d=(comp_d(SIMUL(1))-comp_d(SIMUL(1)-1))*(Delta_KdV(simul(1))**(-
m_EXP+1)-Delta_KdV(simul(1)+1)**(-m_EXP+1))/((Delta_KdV(simul(1)+1)-
Delta_KdV(simul(1)))*(m_EXP-1)*C_COEF) 
 *ELSE 
  DeltaN_d=(0.5)/(C_COEF*(Delta_KdV(simul(1)+1))**m_EXP)  
 *ENDIF 
*ELSE 
 DeltaN_d=(0.5)/(C_COEF*(Delta_KdV(simul(1)+1))**m_EXP) 
*ENDIF 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!AVALIAR SE OS CRÉDITOS DE CICLOS DÃO PARA AVANÇAR A FENDA 0.5 
mm!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
Inc_a=0 
Inc_b=0 
Inc_c=0 
Inc_d=0 
 
Xaa=Xa 
Xbb=Xb 
Xcc=Xc 
Xdd=Xd 
 
flag_inc=0 
 
*IF, Cred_Deb_Na,GT,DeltaN_a,THEN   
!fazer avançar a fenda 0.5 mm e actualizar o numero de ciclos desta extremidade de fenda 
Xaa=Xa+DeltaN_a 
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Inc_a=0.5 
flag_inc=1 
*ENDIF 
 
*IF, Cred_Deb_Nb,GT,DeltaN_b,THEN   
!fazer avançar a fenda 0.5 mm e actualizar o numero de ciclos desta extremidade de fenda 
Xbb=Xb+DeltaN_b 
Inc_b=0.5  
flag_inc=1  
*ENDIF 
 
*IF, Cred_Deb_Nc,GT,DeltaN_c,THEN   
!fazer avançar a fenda 0.5 mm e actualizar o numero de ciclos desta extremidade de fenda 
Xcc=Xc+DeltaN_c 
Inc_c=0.5  
flag_inc=1 
*ENDIF 
 
*IF, Cred_Deb_Nd,GT,DeltaN_d,THEN   
!fazer avançar a fenda 0.5 mm e actualizar o numero de ciclos desta extremidade de fenda 
Xdd=Xd+DeltaN_d 
Inc_d=0.5  
flag_inc=1  
*ENDIF 
 
*IF, flag_inc, EQ, 1, THEN 
 
 /OUT,INCREMENTOS,DAT,,APPEND      !CRIAR O FICHEIRO DE 
RESULTADOS 
 !/COM,--------------------------- Incrementos de Fenda [mm] ------------------------- 
 !/COM, Delta_A  | Delta_B  | Delta_C  | Delta_D  | 
 !/COM 
 *VWRITE,Inc_a,Inc_b,Inc_c,Inc_d 
(F3.1,'  ',F3.1,'  ',F3.1,'  ',F3.1) 
 /OUT 
  
 a_A=comp_a(SIMUL(1))+Inc_a 
 a_B=comp_b(SIMUL(1))+Inc_b 
 a_C=comp_c(SIMUL(1))+Inc_c 
 a_D=comp_d(SIMUL(1))+Inc_d 
 
 /OUT,FENDAS,DAT,,APPEND       !CRIAR O FICHEIRO DE 
RESULTADOS 
 !/COM 
 !/COM,--------------------------- comprimentos de fenda [mm] ------------------------- 
 !/COM, a_A  | a_B  | a_C  | a_D  | 
 !/COM 
 *VWRITE,a_A,a_B,a_C,a_D 
(F5.1,3x,F5.1,3x,F5.1,3x,F5.1) 
 /OUT 
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 /OUT,CICLOS,DAT,,APPEND      !CRIAR O FICHEIRO DE 
RESULTADOS 
 !/COM,--------------------------- CICLOS ------------------------- 
 !/COM, Na  | Nb  | Nc  | Nd  |   
 !/COM 
 *VWRITE,Xaa,Xbb,Xcc,Xdd 
(E12.6,3X,E12.6,3X,E12.6,3X,E12.6) 
 /OUT 
  
 SIMUL(1)=SIMUL(1)+1 
 /out,num_simul,dat 
 *VWRITE,SIMUL(1) 
(F3.0) 
 /out 
 
 *go,:flag 
*ENDIF 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!     ver qual a fenda com maior crédito de ciclos !!!!!!!!!!!!!!!!!!!  
!!!!!!!!!!impor a esta fenda um incremento independente de 0.5 mm !!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
Cred_max=Cred_Deb_Na 
*IF, Cred_Deb_Nb,GT,Cred_max,THEN 
 Cred_max=Cred_Deb_Nb 
*ENDIF 
*IF, Cred_Deb_Nc,GT,Cred_max,THEN 
 Cred_max=Cred_Deb_Nc 
*ENDIF 
*IF, Cred_Deb_Nd,GT,Cred_max,THEN 
 Cred_max=Cred_Deb_Nd 
*ENDIF 
 
Inc_a=0 
Inc_b=0 
Inc_c=0 
Inc_d=0 
 
*IF, Cred_max, EQ, Cred_Deb_Na, THEN         !SE FOR A FENDA "a" COM MAIOR CREDITO de 
ciclos 
 N_INC=DeltaN_a-Cred_Deb_Na    !INCREMENTO EFETIVO DE CICLOS A APLICAR 
NAS RESTANTES FENDAS 
 Xaa=Xa+DeltaN_a               !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA a 
 Inc_a=0.5                ! incremento da fenda a 
 *if, (C_COEF*(Delta_Kb)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nb+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA B EM 0.5 mm 
  Inc_b=0.5 
  Xbb=Xb+DeltaN_b   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA b 
 *else 
  Xbb=Xb 
  Inc_b=0 
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 *endif 
 *if, (C_COEF*(Delta_Kc)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nc+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA c EM 0.5 mm 
  Inc_c=0.5 
  Xcc=Xc+DeltaN_c   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA c 
 *else 
  Xcc=Xc 
  Inc_c=0 
 *endif 
 *if,(C_COEF*(Delta_Kd)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nd+N_INC) , GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA d EM 0.5 mm 
  Inc_d=0.5 
  Xdd=Xd+DeltaN_d   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA d 
 *else 
  Xdd=Xd 
  Inc_d=0 
 *endif 
 
*ELSEIF, Cred_max, EQ, Cred_Deb_Nb, THEN       !SE FOR A FENDA "b" COM MAIOR 
CREDITO de ciclos 
 N_INC=DeltaN_b-Cred_Deb_Nb    !INCREMENTO EFETIVO DE CICLOS A APLICAR 
NAS RESTANTES FENDAS 
 Xbb=Xb+DeltaN_b               !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA b 
 Inc_b=0.5                ! incremento da fenda b 
 *if, (C_COEF*(Delta_Ka)**m_EXP)*(Cred_Deb_Na+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA a EM 0.5 mm 
  Inc_a=0.5 
  Xaa=Xa+DeltaN_a   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA a 
 *else 
  Xaa=Xa 
  Inc_a=0 
 *endif 
 *if, (C_COEF*(Delta_Kc)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nc+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA c EM 0.5 mm 
  Inc_c=0.5 
  Xcc=Xc+DeltaN_c   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA c 
 *else 
  Xcc=Xc 
  Inc_c=0 
 *endif 
 *if, (C_COEF*(Delta_Kd)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nd+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA d EM 0.5 mm 
  Inc_d=0.5 
  Xdd=Xd+DeltaN_d   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA d 
 *else 
  Xdd=Xd 
  Inc_d=0 
 *endif 
*ELSEIF, Cred_max, EQ, Cred_Deb_Nc, THEN       !SE FOR A FENDA "c" COM MAIOR 
CREDITO de ciclos 
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 N_INC=DeltaN_c-Cred_Deb_Nc    !INCREMENTO EFETIVO DE CICLOS A APLICAR 
NAS RESTANTES FENDAS 
 Xcc=Xc+DeltaN_c               !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA c  
 Inc_c=0.5                ! incremento da fenda c 
 *if, (C_COEF*(Delta_Ka)**m_EXP)*(Cred_Deb_Na+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA a EM 0.5 mm 
  Inc_a=0.5 
  Xaa=Xa+DeltaN_a   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA a 
 *else 
  Xaa=Xa 
  Inc_a=0 
 *endif 
 *if, (C_COEF*(Delta_Kb)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nb+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA b EM 0.5 mm 
  Inc_b=0.5 
  Xbb=Xb+DeltaN_b   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA c 
 *else 
  Xbb=Xb 
  Inc_b=0 
 *endif 
 *if, (C_COEF*(Delta_Kd)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nd+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA d EM 0.5 mm 
  Inc_d=0.5 
  Xdd=Xd+DeltaN_d   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA d 
 *else 
  Xdd=Xd 
  Inc_d=0 
 *endif 
*ELSEIF, Cred_max, EQ, Cred_Deb_Nd, THEN       !SE FOR A FENDA "d" COM MAIOR 
CREDITO de ciclos 
 N_INC=DeltaN_d-Cred_Deb_Nd    !INCREMENTO EFETIVO DE CICLOS A APLICAR 
NAS RESTANTES FENDAS 
 Xdd=Xd+DeltaN_d               !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA d  
 Inc_d=0.5                ! incremento da fenda d 
 *if, (C_COEF*(Delta_Ka)**m_EXP)*(Cred_Deb_Na+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA a EM 0.5 mm 
  Inc_a=0.5 
  Xaa=Xa+DeltaN_a   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA a 
 *else 
  Xaa=Xa 
  Inc_a=0 
 *endif 
 *if, (C_COEF*(Delta_Kb)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nb+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA b EM 0.5 mm 
  Inc_b=0.5 
  Xbb=Xb+DeltaN_b   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA c 
 *else 
  Xbb=Xb 
  Inc_b=0 
 *endif 
 *if, (C_COEF*(Delta_Kc)**m_EXP)*(Cred_Deb_Nc+N_INC), GT, 0.25, THEN !FAZER 
INCREMENTO DA FENDA c EM 0.5 mm 
MODELAÇÃO DO COMPORTAMENTO À FADIGA DE LIGAÇÕES REBITADAS COM MÚLTIPLOS REBITES 
  
 
94 
  Inc_c=0.5 
  Xcc=Xc+DeltaN_c   !ACTUALIZAR o numero de ciclos da fENDA c 
 *else 
  Xcc=Xc 
  Inc_c=0 
 *endif 
*ENDIF 
  
  
a_A=comp_a(SIMUL(1))+Inc_a  !atualizar o comprimento da fenda a 
a_B=comp_b(SIMUL(1))+Inc_b  !atualizar o comprimento da fenda b 
a_C=comp_c(SIMUL(1))+Inc_c  !atualizar o comprimento da fenda c 
a_D=comp_d(SIMUL(1))+Inc_d  !atualizar o comprimento da fenda d 
 
 
 
/OUT,INCREMENTOS,DAT,,APPEND      !CRIAR O FICHEIRO DE 
RESULTADOS 
!/COM,--------------------------- Incrementos de Fenda [mm] ------------------------- 
!/COM, Delta_A  | Delta_B  | Delta_C  | Delta_D  | 
!/COM 
*VWRITE,Inc_a,Inc_b,Inc_c,Inc_d 
(F3.1,'  ',F3.1,'  ',F3.1,'  ',F3.1) 
/OUT 
  
 
/OUT,FENDAS,DAT,,APPEND       !CRIAR O FICHEIRO DE RESULTADOS 
!/COM 
!/COM,--------------------------- comprimentos de fenda [mm] ------------------------- 
!/COM, a_A  | a_B  | a_C  | a_D  | 
!/COM 
*VWRITE,a_A,a_B,a_C,a_D 
(F5.1,3x,F5.1,3x,F5.1,3x,F5.1) 
/OUT 
  
/OUT,CICLOS,DAT,,APPEND      !CRIAR O FICHEIRO DE RESULTADOS 
!/COM,--------------------------- CICLOS ------------------------- 
!/COM, Na  | Nb  | Nc  | Nd  |   
!/COM 
*VWRITE,Xaa,Xbb,Xcc,Xdd 
(E12.6,3X,E12.6,3X,E12.6,3X,E12.6) 
/OUT 
  
SIMUL(1)=SIMUL(1)+1 
/out,num_simul,dat 
*VWRITE,SIMUL(1) 
(F3.0) 
/out 
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*DIM, tenacidade, ARRAY,18                                             !!!!!!!!!!!!!! 
*VREAD,tenacidade(1),properties,DAT                                    !!!!!!!!!!!!!! 
(E13.6)                                                             !!!!!!!!!!!!!! 
 
*if, Delta_KaV(simul(1))/(1-tenacidade(16)),GT, tenacidade(15), THEN 
/out,num_simul,dat,,APPEND 
/COM,ROTURA 
/OUT 
/EOF 
*ENDIF 
*if, Delta_KbV(simul(1))/(1-tenacidade(16)),GT, tenacidade(15), THEN 
/out,num_simul,dat,,APPEND 
/COM,ROTURA 
/OUT 
/EOF 
*ENDIF 
*if, Delta_KcV(simul(1))/(1-tenacidade(16)),GT, tenacidade(15), THEN 
/out,num_simul,dat,,APPEND 
/COM,ROTURA 
/OUT 
/EOF 
*ENDIF 
*if, Delta_KdV(simul(1))/(1-tenacidade(16)),GT, tenacidade(15), THEN 
/out,num_simul,dat,,APPEND 
/COM,ROTURA 
/OUT 
/EOF 
*ENDIF 
 
*go,:flag 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
